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Preliminéra betygsgranser for 3, 4 och 5 ar 20, 27 och 35 poang.
Inga hjalpmedel ar tillatna.

1. Bestam och klassificiera de kritiska punkterna till funktionen

flry) =ay+a~t+y (3p)
2.  Beréikna dubbelintegralen [, cos /2% + y?dxdy dér D &r omradet

?+y <1, |z <y (3p)
3. Bestdm en bas for vektorrummet {(z,y,2) € R® : 4o — 3y + z = 0}. (3p)

4. Antag att S och T ar linjira avbildningar R? — R?; S ar 90 graders rotation
moturs och T ar speglingen i linjen y = x.
a) Bestdm matrisen till den sammansatta avbildningen 7" o S i standardbasen.

b) Vilken avbildning &dr 7 o S? (3p)

5. Funktionen f : R? — R har kontinuerliga partiella derivator av andra ordningen
och den uppfyller ekvationen x?Dyy f + y?Daoof + xD1 f +yDsf = 0. Visa att funktionen
h som definieras genom h(s,t) = f(e®, e') uppfyller ekvationen Dy1h + Dagh = 0. (4p)

6. Lat F(z,y) = (1+y*)z3 —y(l +42?)2~2) dar z # 0.

a) Ar vektorféltet F konservativt?

b) Berdkna [, (14 y*)z~?dz — y(1 + 42®)z~>dy léngs kurvan 2> — 4z +y+2 =0
fran (1,1) till (2,2). (4p)

7.  Berékna flddesintegralen [[(F-NdS dar F(z,y,z) = (0,zy,2%). Ytan S &r
den slutna yta som begriansas av paraboloiden z = z? + y? och planet z = 1; N &r den
utatriktade enhetsnormalen pa S. (4p)

v.g. vand



, dar a ar en reell konstant. For vilka

o O O
Q@ O O

0
8. Vi betraktar matriser M, = [0
3

véarden av a dr M, diagonaliserbar? (5p)

9. Bestam de punkter pa kurvan 22+ xy + y?> = 3 i planet som ligger nirmast
resp. ldngst fran origo. (5p)

10. a) Visa att ekvationen x? — ze®¥** = ( definierar i en omgivning av origo en

yta z = f(z,y).
b) Bestdam ekvationen for ytans tangentplan i origo. (5p)

11. Antag att a och b, a < b, ar positiva konstanter. Berdkna trippelintegralen

/// (22 + y*)V/ 22 + 2 + 22 dedy dz
K

dar K ar kroppen som begransas av sfarerna a2 + y? + 22 = a? och 2% + y? + 22 = b,

(5p)




Losningar till tentamen den 15 december 2004
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1. Vi bestimmer de kritiska punkterna till f(z,y) = 2y + 2~ +y~'. Dif(z,y) =
y — 272 och Dyf(z,y) = x —y 2 Vi far ekvationerna 22 = y~! och # = y=2. Det
foljer att y* —y = 0. For y = 0 ar funktionen inte definierad. Vi far en kritisk punkt
(1,1), f(1,1) = 3. Vidare ar AC' — B? = z34y3 — 1. T punkten (1,1) ar AC' — B? = 3 som
dr > 0; ocksa A > 0. Svar: Punkten (1, 1) &r en lokal minimipunkt.

2. Olikheten |z| < y &r ekvivalent med y > 0, —y < = < y. I poldra koordinater &r

3
integralen cos /2?2 + y?dxdy = Yrcosr([« dO)dr =Z [ rd(sinr) = Z([rsinr]} —
D 0 T 2 Jo 2 0

Ysinrdr) == sinl + [cosr]l — 1) = T(sinl +cos1 —1).
0 2 0 2

3. Lat x = sochy =t Daér z = 3t —4s .Vi far (z,y,2) = (s,t,—4s + 3t) =
s(1,0,—4) 4+ t(0,1,3). Varje vektor i vektorrummet kan skrivas som en linjarkombination
av vektorerna (1,0, —4) och (0,1,3) som &r linjart oberoende och uppfyller ekvationen.
Svar: En bas ar {(1,0,—4),(0,1,3)}.

4. Rotationen S avbildar (1,0) pa (0,1) och (0,1) pa (—1,0). Speglingen avbildar

1,0) pa (0,1) och (0,1) pa (1,0). Matriserna till S resp. T ar 0 —1 resp. 01
1 0 10

0 1 0 —1 1 0 . . )
Produkten (1 0) (1 0 ) = <O _1) ar matrisen till T o S. Den sammansatta av-

bildningen avbildar en vektor (z,y) pa vektorn (z, —y). T o S &r spegling i z—axeln.

% 2) Eftersom h = fo G far

vi enligt kedjeregeln Dih(s,t) = e*D; f(e®,e') och  Dsh(s,t) = e'Dyf(ef,e'). Vidare ar

Duih(s,t) = e Dy f(e?, ') +e* Dy f(e, ") och Dysh(s, t) = e' Dy f(e®, ') +e* Daaf (e, €").

Genom att addera ekvationerna blir vansterledet = D11h + Dosh och hogerledet = 0 nar

man tar hiansyn till antagandet 22Dy, f + y?Daoof + 2Dy f + yDof = 0 med z = e och
t

y=¢e.

5. Lat G(s,t) = (€% e"). Dess Jacobimatris ar

6. a) Vektorfiltet F' uppfyller villkoret D, Fy = Dy Fy (= 2yx~3). F ér konservativt i
omradet x > 0 och i omradet x < 0.

b) Vi antar att en funktion w uppfyller Dyu(z,y) = (1 + y*)z~3. Da ar u(z,y) =
—%(1 + y?)x™? + g(y) for nagon funktion g. Derivering m.a. pa y ger Dyu(x,y) =
—yr 2+ ¢ (y) = —y(1 + 42*)z72. Det foljer att ¢'(y) = —4y och vidare att g(y) = —2y>
(+konstant). Funktionen wu(z,y) = —32~2—3y?z~2—2y &r en potential till vektorfaltet.

2
Jo Fdr =u(2,2) —u(l,1) = - %.

3

7.  Enligt Gauss’ sats &r [[,F-NdS = [[[, div Fdzdydz dér K &r omradet



innanfér S. Divergensen av F ér = y + 2z. Eftersom integralen [[[ ydzdydz =0
pga. symmetrin far vi

//SF-NdS:2///sza:dydz:2//[)(/x:+y22dz)dxdy://D(l—(-IQ—i-?JQ)z)dﬂ?d?/

dar D ar omradet 22 4+ y? < 1. Med polira koordinater blir integralen

2w 1 . 6 -
= (g (1 = rtyrdrydb) = 2[5 — 15 = ¥
A 0 0
8. a) Vi raknar egenvirden: det (M, —A[)=det [ 0 -\ 0 = A2(a—\).
3 0 a—\

Determinanten = 0 om A = 0 eller A = a.

Egenvektorerna som motsvarar egenvirdet 0 uppfyller ekvationen M,X = 0. Lat
X =(z y =2)T. Vifarekvationen 3z+az = 0. Losningarna ar x = —as,y = t, 2 = —3s,
dvs. (z,y,2) = s(—a,0,3) + ¢(0,1,0) dar s och ¢ ar godtyckliga reella tal. Vi har tva
linjért oberoende egenvektorer: u = (—a,0,3) och v = (0, 1,0).

1) Om a = 0, finns inte tre linjart oberoende egenvektorer. M, &r inte diagonaliserbar.

2) Om a # 0 sa finns en egenvektor w sa att M,w = aw och {u,v,w} ar linjart
oberoende. M, ar diagonaliserbar.

9. Vi anvinder Lagrange’s metod. Lat L(z,y,\) = 2% +y> + A(2? + 2y +y* —3). Vi
soker de kritiska punkterna till L. (1)D1L =2z +2 \x + Ay =0, (2)DoL =2y + Az +
220y =0, (3)D3L=a2*>+zy+y*—3=0.

Fran (1) och (2) far vi y(1) — 2(2) = AM(y? — 2?) = 0. A =0 ger z = y = 0, men origo
uppfyller inte (3). Om A # 0 sa ar y = +z. Substitution i ekvationen (3) ger

a) om y =z : x? = 1. Vi far punkterna (1,1) och (—1,—1).

b) om y = —x : #2 = 3. Vi far punkterna +(v/3, —/3,).

Avstandet /22 + 92 dra) 2 b) /6. Punkterna (1,1) och (—1,—1) &r

nirmast origo. Punkterna +(v/3,—v/3,) ér lingst ifran origo.

10. a) Lat F(z,y,2) = x? — ze™T*. Eftersom D3F = (=1 — 2)e”™™* och
D3F(0,0,0) = —1 # 0 definierar ekvationen enligt implicitfunktionssatsen en yta
z = f(z,y) i en omgivning av origo.

b) Gradienten av F ar (2x — ze®t¥H% —ze®tUH2 (1 — 2)e®t¥t#); oradF(0,0,0) =
(0,0, —1) &r en normal till tangentplanet. Planets ekvation ar 0(x—0)+0(y—0)—(z—0) =
0, dvs. z=0.

11. I sfariska koordinater ar

///K(x2 +y?)Va? + P + P drdydz = /O%(/:(/OW p? sin® gpp? sin ¢ do) dp) df

o b .
:/0 (/ p5(/0 Sin3¢d¢)dp)d9=M[—cosqb—i—&;agb]g:M



