Forelidsningsanteckningar Ameliall 2004-02-23

Vi drar oss till minnes derivatans kedjeregel:

(feg)'(x)=f"(g(x))g"(x)

dir fog(x)=f ( g (x)) , alltsd sammanséttningen av foch g.

Motsvarande regel géller i flera variabler. Sats:

Lit $:R">R? och f:R’—R" varadifferentierbara funktioner.

Da giller : Jfgg(})=J_;(§(}))'Jg(7‘)

g(t)=(c st,sint), fx,y)=x"+y*
=1 t :é

dadr fog(t) Savi far: J, ;(t)=(f°g)'(t)=0.
Kedjeregeln ger: J ,. g(t)=Jf(§(t))-J§(t)
Exempel: (fog)'(t)=grad f(2(2))-2" (1)

Vi far: grad f(x,y)=(2x,2y), g'(¢t)=(—sint,cost)
Si grad f(g(1))=(2cost, 2sint) och grad f(g(t))-8'(t)=
(2cost,2sint)-(—sint, cost)=—2costsint+2sintcost=0.

Fran exemplet ovan ser vi att:
- n n ors d - ) =,
om ¢:R—-R" och f:R">R sdblir E(fog)(t)zgradf(g(t))-g (1).
Ex/évning: Bestim J,, (x,y) da g och f drsomiexemplet.

g(t)=(cost,sint), f(x,y)=x"+)’
Jeor=Jf (x. )T o (x,)
Losning: J;=(—sint,cost), J,=(2x,2y), Jg,(f(x,y)):(—sin(x2+y2),cos(x2+y2))
(—sin(x2+y2)).<2x2 ):(—szin(x2+y2) —2 ysin(x’+)°)
cos(x*+y°) ’ 2xcos(x’+y°)  2ycos(x’+y°) |

Ex/dvning: Lit g(1)=(¢*,1+¢t) och f(x,y)=xy. Bestim Jp.(t) och Jy  (x,y).

Vi faratt gradg(¢)=(2¢,1), grad f(x,y)=(y, x).

Losning: J (=T (8(0)T(6)=(1+2,8)-(20,1)=2¢(1+8)+1 =31 +2¢
T (x,y)=T5(f (x,9)) T (x, ¥)=(2xp,1)-(y, x)= 2);y2 2);2y)'

Definition (riktningsderivata):

Ldt [ varaen funktionavtyp R"—IR och % enhetsvektor ochbilda :
-\ 1 X+tn)—f(xX) _d .
for@)=tim LIS (i)

) t dt

o o
Speciellt har vi att : fg’(})=—f(}), fgl(}):_f(})
! ox : oy

Sats:
Om f drdifferentierbar i X sddr f;'(X)=grad f(X) 7.

Vi ser att riktningsderivatan &r stérst om » har samma riktning som grad f-

Berdkna riktningsderivatan for funktionen x*—y’=1 i punkten(\/a, 1) med

Ex/6vning: . . o .. .
riktning (1,1). I vilken riktning vixer funktionen snabbast ?
. n_ (1,1) 1 1
Forst ska vi normera riktningsvektorn: —=-——==|—,—|.
Al (1D (ﬁ ﬁ)
Losning f-'(N2, 1)=grad £ (N2, 1)-7 somvi skrevovan.

Vihar grad f(x,y)=(2x,-2y), grad f(¥2,1)=(2V2,-2)
Sa f.'(V2,1)=(22,—1)-(1/N2, 1/IN2)=2 =2 .

Funktionen viixer snabbast i gradientens riktning , dvsi (2 \/E ,—

En annan tilldmpning ar transformation av differentialekvationer.

) )
Betrakta —f+—f=0 . Hur ser l6sningarna ut ?
ox Oy
6f [
flx,y)=glx=y) = —— =g'—g'=0
ox 6y

Lat T(x, ) (x—y,y)=(u,v).
Da ger kedjeregeln attom  f(u,v)=f ( ,y) sddr grad f=grad f-J,

su su
5f of\_(o6F of\|sx sy| (o6F 6f\(1 -1\ (6] &8F &F
5x’5y_5x’6y ov Q_éx’éy 0 1) \6u'6v 6bu
ox Oy
Sd MJrﬂ=0 transformeras till 6f+(6f—6f) of =0.

ox Oy ou ov du ov
Vi faratt f(u,v)=g(u) si f(x,y)=g(x—y) forndgonderivarbar funktion g.

For att hitta en bra transformation, observerar vi att

Z£+6—§—gradf( ) grad]‘-JT(i).

Vivill alltsd att J ( ! ) ska ha en enkel form,tex (0

o - )

Viviljer alltsa J ! vilket ger J,= -l .
o 0 1
) )
Finn allmdnna l6sningen till of_ —f
ox Oy
Ex/6vning: Viserattom f(x,y)=g(x+y) sduppfyllsvillkoret.
Vilken matris J, ger JT(—II):((I))?
: . i (1 1 :
Vi kan gissa en losning , J, = 0 -1 ex.Vis.
ou ou
| 6x oy (1 1 o . _ v
Losning: Jr= 50 5 —(0 _1) savitar T(x,y)=(x+y,—y)=(u,v).
ox Oy
Sf & S5 f
Ekv of —f—O transformeras till —f=0.
ox Oy ov

sa [(u,v)=g(u) dvs f(x,y)=g(x+y).
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