Forelisningsanteckningar Ameliall 2004-03-10

Extremproblem i en variabel, exempel:

Ldt f(t)=sint t€(0,21)

For att finna det storsta och minsta vérdet, soker vi de punkter dir derivatan dr 0, dessa punkter kallas stationdira eller
kritiska.

s 3

0=f ’(Z):COSZ‘ = t:2— eller 2—

Insattt i funktionen far vi:
f(ml2)=1, f(-m/2)=—1
Vidaredr lim f(t)=1im f(¢)=0 .

t—0 t—=2Tm

Sa vi har hittat vara extrempunkter. Anledningen till att vi undersoker gransvirdena &r for att det skulle kunna finnas
punkter i funktionens start- eller slutpunkt som utgér max- eller minpunkter, men eftersom intervallet &r Gppet s maste
vi undersoka gransvirdena.

Sats (n6dvéndigt villkor for lokala extrempunkter):
Om f:R*—R definierad pdendppenmingd och (x,,y,) dren
lokal extrempunkt , sd dar grad f (x,, y,)=(0,0)
eller sadr f inte deriverbar i punkten.

Detta villkor séger att tangentplanet i punkten maste vara parallellt med xy-planet. Se Smartboard-anteckningar for
bevis.

Exempel/6vning:
Bestim alla lokala extrempunkter till x*+y* resp \Vx’+ ).
Losning:
Lit f(x,y)=x"+y", grad f=(2x.2y)
(2x,2y)=(0,0) = (x,»)=(0,0)
Sd (0,0) dren stationdr punkt.
Eftersom f(0,0)=0 och f(x,y)>0 forallaandra x,y sddr

punkten (0,0) en minpunkt och den enda extrempunkten.

Lit g(x,y)=Vx’+y’, didr gradg=

X Y
\/x2+y2 , \/xz+y2
g(x,y)#(0,0) foralla (x,y)#(0,0), men gradg existerarinteiorigo!
Sdledes dr (0,0) den enda majliga lokala extrempunkten.
Eftersom g(x,y)=0 och g(0,0)=0 dr origo enlokal extrempunki.

Exempel/6vning:
Bestim eventuella lokala extrempunkter till  f(x,y)=xy.
Losning:
Stationdira punkter : grad f(x,y)=(0,0) ger (y,x)=(0,0) = (x,y)=(0,0)
Menom y=x harvi f(x,x)=x"" x=0 lokalt min
Ochom y=—x harvi f(x,—x)=—x" x=0 lokalt max
Alltsa saknas extrempunkter.

Vi kan undersdka om origo dr en lokal extrempunkt genom att betrakta riktningsderivator:

(x.y) >
[ (x,y)=grad f(x, y)| === |=grad f (x, y)-7i
x2+y2
Forminska f';<0 och fér maxska f';=0.
Exempel:

fx,y)=xy = f'ﬁ(X,y)=—% (olika tecken)
X Ty

Taylorutveckling ger:
f(x,y)=f(xy, yo)+grad f(xy, y)-(x—xy, y—y,)+
o

51 (xO’yO) 5x5y(x0’y0)
xX—Xx
_(x_xO)y_yo)' 62f 52f (y_yo +0(‘<x_x0)y_J’o)3‘)
o 0
5x5y(x0’y0) 6y2(xo’yo>

Exempel:

P 0 1
f(x,y)—OJrg(x,y)(1 O)y

Om nu punkten &r en stationdr punkt sa vet vi direkt att gradienten &r en nollvektor, sé forsta termen forsvinner.

Kvadratisk form: ett homogent polynom av grad 2.

p(x,y)zAx2+2Bxy+Cy2:(x,y) A Bjlx
B C/\y

Il
k=
=
=

For enminpunkt gdller att p(x,y)=0 och p(x,y)=0 bara for (x,y) :
For en maxpunkt géller att p(x,y)<0 och p(x,y)=0 bara for (x,y)=(0,0).

M=(§ g) om det M >0, minpunkt om A>0, maxpunktom A<O0.

Om p (x , y) >( iblandoch p (x s y)< 0 ibland s kallas den indefinit och vi far en sadelpunkt. Detta svarar
mot att determinanten av matrisen M ar mindre &n noll.

Om p (x s y)z 0 men lika med noll inte bara for origo, kallas den positivt semidefinit, respektive om
p (x, y) <0 men lika med noll inte bara for origo, kallas den negativt semidefinit.

Exempel:
f(x,y)=x’+y" grad f=(2x,3)°) sdorigo dr en stationir punkt,
meningen extrempunkt som vi ser genomattta x=0.
Exempel/6vning:
Bestim alla lokala extrempunkter till  f(x,y)=x"+xy’—y
och avgor deras karaktdr.
Losning:

Vihar grad f=(2x+y",2xy—1)

(2x+y*, 2xy—1)=(0,0) = (x,y):(—lz,—l)
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Determinanten: —2—4=—6 <0 (sadelpunkt , ej extrempunkt)

Dagens resonemangsuppgift kommer att rora sats 8.6 ur boken.
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