Forelinsningsanteckningar Ameliall 2004-05-05

Orienterbarhet, fortséttning (sats 11.1):
Ett reguldrt ytstycke 3 har en parameterframstillning (u,v) — 7(u,v)

dir (u,v)ED, ddr D dr ett sammanhdngande omrdde cR*.

Om (,v) = 7(u,v) drinverterbar , sd dr 2 orienterbar.
(D - X

Divergens:
Betrakta en kropp K med randyta & K som antas styckvis reguldr (och orienterbar).

Givet ett vektorfilt ¥ sd dr flodet ut ur K (enl. tidigare) :
# F(F)n(F)do
0K
Omdet inte finns ndgra kdllori K sd blir flodet noll.
Vi anvinder divergensen for att avgora omdet finns ndgra kdllor.

Vi specialiserar oss (enl. boken )till fallet did K dr ett litet réithlock med mdtten
2Az,2Ay,2Ax ochcentrumpunkten r .
Vidare antar viatt £(0,0,R) ochatt R(Fy+7)=R(ry)+ATF
I OR OR 0 R
dvsatt R(Fy+7)=R(F)+—=—x+——y+——
Vs a (Fy+7)=R(7,) 7 6yy 5, 2
diir derivatorna inte beror av {x, y, z}.

Det ger att flodet blir : # (0,0,R)-ndo=

0K

Xo+tAx yo+Ay Xo+Ax yo+Ay
f f R(x,y,zy+Az)dxdy— _f f R(x,y,zy—Az)dxdy=
Xog—AXx y,—Ay Xo—Ax yy—Ay

Xo+Ax y+Ay aR 6R
[ 2%5Azdvdy=8""AxAyA:z.
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Medelkdlldensiteten blir har

Nu med ett mindre specialiserat falt:
Om F(P,Q,R)=(P,0,0)+(0,0,0)+(0,0,R)
sablir flodet P F-ada=4p(P,Q,R)-hdo=

oK oK
¢ (P,0,0)7do+4p(0,0,0)ido+4p (0,0, R)-ado=...
oK oK oK

Omnu K dr ett litet rdtblock och P,Q, R drav sammatyp som R iexemplet ovan,
dvs en funktion pa formen konstant + linjdr term sd blir medelkdlldensiteten for F :

I allménna fall anvander vi oss av begreppet differentierbarhet:
Om F dr en differentierbar funktion sd kan F approximeras :
F(Fy+ AF)mE (7)) +J (7)) AT
Hogerledet dr av samma typ som vi redan betraktat.

Vi infor darfor en definition:

op, 20

Oox 0y 8 z

Vi anviinder sedan tidigare V (nabla) for att symbolisera gradient :

(0 2 9o
Ox 0y 0z

Sé vi kan skriva att div F=V-F . (skalirprodukt )

Divergens : div F=

Exempel/Gvning:

Bestim divF dd F(7)=F

Losning:

F(x,y,z)=(x,y,z) = divF=V-F=x— 0 +yi+zi—l+l+1 3.
ox 2oy ‘oz

Exempel/Gvning:

Bestim divF dd F(x,y,z)=(x",0,0).

Losning:

Flx,y,2)=(P,0,R)=(x*0,0) » 2L=2y 992_0R
0x oy 0z

= divEF=2x+0+0=2ux.

=0

Antag nu att vi har tva ritblock som har en gemensam sida. D4 har vi ett flode “I” som gar fran det ena
blocket till det andra och ett flode “II”” i motsatt riktining — men eftersom den gemensamma sidan &r
lika stor i bdgge blocken tar flodena ut varandra. Alltsa kan vi berdkna det sammansatta flodet genom
att berdkna blocken var for sig och summera.

Alltsé kan vi, givet en stor kropp, dela upp den i minga smé bitar och summera varje dels flode for att
f4 hela flodet, precis som vi brukar nér vi har integraler.

Flodesintegralen : # F(F)n(F)do
oK
ochda flodet hos varje litet rdtblock dr div FAv bordevi
ha att det totala flodet blir ﬂ div F (7)dxdy dz.

(Av drvolymen hos det lllla rétblocket )

Gauss sats:
Ldt F varaett fdlt med kontinuerliga derivatori K ochantag
att 6 K dr styckvis regulc’ir Da dr

# F(7)n(7)do= ﬂf d1VF )dx dy dz

ddir n éir den utatrlktade normalen.

Vi kan ocksa skriva

+gﬁﬁ Pdy Adz+Qdz Adx+ Rdx Ady = fﬂa—PJrg—%Jra—d v dy de.

Exempel/6vning:
Ldat F(7)=7 ochberdkna # F(7)n(7)do
s
di X irenhetssfiren x4y +z'=1.
Losning:
fﬂ div F )dx dy dz=|div F kiind sedan tidigare |=3 fﬂ dxdy dz=

4
3-(volymen hos enhetsklotet ) =3 Tn =41,

Om vi inte hade ként till volymen av enhetsklotet kunde vi ha bestimt den genom att byta till sfariska
koordinater och 16sa integralen.

Exempel/Gvning:

Lit F(x,y,z)=(x*,yz,xy) ochberikna # F(F)a(F)do
P
da X dr encylinder med lock och botten och radie 1, hojd 2.

Losning:

Enl. Gauss sats skall vi berdkna : ﬂf div F (7)dxdy dz .
= divF=x ai+yz%+xy 682—2x+z+0

X=rcosq 2 2m
fff2x+2dxdydz— y= rs]n(p J'J’I
0 0
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