Forelidsningsanteckningar Ameliall 2004-02-11

Om (—7(t) &ren funktion frin IR —IR" sa kan vi definiera dess derivata:

#/(1)=lim F(t+h)—7(t)
=0

Om grénsvirdet existerar och ar egentligt. Eftersom vi kan berékna gransvirden komponentvis (se forra foreldsningen)
kan vi ocksé berdkna derivatan komponentvis.

Exempel: 7 (7)=(cost,sint), 7'(¢)=(—sint,cost)

En kurva definierad (parametriserad) av en deriverbar funktion 7 () kallas en deriverbar kurva. Som bekant kan vi
berékna ldngden av en sddan kurva genom att integrera:

b
Liingden : f |7 (¢)|dt

Lat 7(t)=(1,0,2)+1(1,1,0) ochberikna lingden av linjestycket mellan

E 1/6vning:
remperoviing punkterna (1,0,2) och (3,2,2).
(1,0,2) svarar mot t=0, (3,2,2) svarar mot t=2.
7'(t)=(1,1,0) eftersom D(t(1,1,0))=D(z,¢,0)=(1,1,0)
Losning:

O%N

2 2
(1,1,0)di=[ V1P + 12 di=[ V2 dr=[V2 1], =2V2 =8
0 0
Svar : Linjestyckets lingd dr V8.

Om 7(¢) é&ren deriverbar kurvasi ger 7 '(f) en tangentvektor.

Definition: En méngd kallas f6r sammanhdngande om varje par av punkter i mdngden kan forbindas med hjilp av en
kurva som ligger i méngden.

Exempelvis en cirkelskiva d&r sammanhéngande, for vi kan alltid dra en linje mellan tva punkter. Ocksa en cirkelskiva
med ett hal i & sammanhéngande, for vi kan 14ta kurvan ga runt hélet. Har vi ddremot en méngd bestaende av tvé
separata cirkelskiver dr den inte sammanhéngande (intuitivt véldigt tydligt i 2d).

Vilka av foljande mdngder dr sammanhdngande ?

a: [(xy) xz—y2=3}

Exempel/dvning: b . [(x,y,z); 1<x’+y*+2°<3 }
c:. R
d: Z
a: Nej (hyperbel,tvd separata kurvor)
Losning: b: Ja (ensfir med en hdlighet i mitten)
c: Ja (uppenbart?)
d: Nej (diskreta punkter,ejkontinuerlig)

Hirnist skall vi titta pa funktioner av typen IR” —IR , dvs som gér fran flera variabler till en.

Definition: En funktion f :IR"—IR har grinsvirde A nir X—a om det giller for varje kurva X (1)
med M X(¢)=d .4 lim f(%(¢))=4

t—c t—c

QU

)

Definition: En funktion  f: IR"—=IR sigs vara kontinuerligien punkt ¢ om l}n} f (x )=f (

N

=0

Definition: For funktioner avtyp [R"—IR"” kan man definiera grinsvérden genom Em} ‘f ( X ) -
xX—a

2

—Jy

Exempel: Avgor om grinsvdardet  lim > existerar eller ej.
(x,)=(00) X"+ y
2 2
. x=0: lim—2-=—1  y=0: lim>5=1
Losning: y=0 Y =0 X

Alltsa existerar grdnsvirdet inte eftersom vi fick olika vdrden.

Exempel/dvning: Avgor om grdnsvirdet  lim 2

> existerar eller ej.
(x,)=(00) X"+ y

x=0: lim%ZO y=0: lim0—2:0
yo0 y x—=0 X
Lésning: 2 2
dsning y=kx: lim %zlim 2)C (k)z __k :
w=0 x°+(kx) x-0 xT(14+k7) 14k

Alltsa existerar inte gréinsvdrdet , for k kan anta andra virden dn 0.

Observera: Det finns fler sitt att bevisa att ett gransvérde inte finns! Den enda slutsats man kan dra av testen ovan &r
alltsa att gransvirdet inte existerar.

. . Xy L . . - .
=0 och lim[lim —=— |=0 innebir alltsa inte att grinsvirdet existerar.
y—=0\x—-0 X +y

Att  lim (lim i 5

2
x—=0\y—-0 X +y

Om vi ddremot vet att alla grinsvirden existerar sé vet vi att de &r lika.

3

Exempel: Avgor om grdinsvirdet  lim o4

SO existerar.
(x,7)=(00) X"+ y —Xxy

Ansdtter vi hdar y=kx kommer vialltid att fd xisvaret :
(hox)’

lim =0

=0 x4 (kx ) —kx’
Sd kanske existerar grdnsvdrdet.

Viinfor poldra kordinater : x=rcos@, y=rsinQ:
Losning: y3 #sin’ @ sin® ¢ <
= =r <2r

1—%sin(2(p)

2 2 T2 2 .
X' +y —xy r —r cospsmae

3

Y

———1=<2 (x*+ %) sd grénsvirdet blir 0.
X +y —xy

Svar : Grdansvdrdet existerar och dr 0.

Begreppsuppgift: Cirkeln, sfiren, paraboloiden dr exempel pé “snélla och trevliga” ytor. Kan vi formulera “snéll och
trevlig” p& négot bra sitt? Vilka typer av ytor tycker vi om?

Krav for godkdnt: Att ert kriterium ticker cirklar och sfirer.
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