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1. UPPGIFT 1.8.1.

Bestam ett tredjegradspolynom
P(X) = ag + aix + ax* + asxX’

som har samma funktionsvarde och samma derivata som funktionen f(x) = x’ i punkterna
x=1lochx=-1

Uppgift: Bestam ekvationen for den kurva dar bade funktionsvérdet och derivatan
dverrensstammer med x7 pé& formen ap + aix + a,X* + asx’

Vi inleder med att bestdamma funktionens varde vid de givna vardena pa x (-1 och 1):

f(-1) =>-1"=-1
f(1)=>1"=1

Dérefter deriverar vi tredjegradspolynomet P(x) den givna funktionen. Derivatan blir:
P’(x) = a1 + 2a,X + 3ax’
Vi bestdmmer derivatans varde vid de givna x-vérdena:

f'(-1) => 7*-1°= -7
(1) =>7*1°=7

Lat oss atervanda till tredjegradspolynomet P(x) och satta in bade vara x-varden samt
funktionsvardet. Forgaende resulterar i att vi erhaller:

P(-1) =ap + ay*1 + a*-1° + az*1° =-1
P(l)= ap + ar*1 + a*1®> + a;*1® =1

Vi sétter in vara x-varden samt derivatan f’(x) varde i P’(x). Det ger:

P'(-1) = a; + 2*ay*-1 + 3*az*-1% =-7
P'(1) = a; + 2*a,*1 + 3*az*1> =7

Eftersom uppgiften &r att bestimma ett tredjegradspolynom dar bade funktionens varde och
derivatan &r samma vid dessa x-varden kan vi skriva det som ett ekvationsystem:

ap +a;x—1 +a,x—12 +azx—13 = -1

Qg +aqx1 +a, x 12 +az 13 =1
ay +2xa,*x—1 +3xazx—12 = -7
ay +2%x@a,*1 +3xazx1? =7
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Ekvationssystemet kan forenklas till:

ap, —Qq +a, —Qaj = —1

ap +a, +a, +a; =1
ay —2%Q@, +3xaz = —7
ay +2*aq, +3xaz; =7

Detta kan vi l6sa genom Gausselimination, for att kunna tillimpa Gausseliminationen maste
vi betrakta ekvationssystemet som Ax=y dar A ar en matris, innehallande alla koefficienter, x
ar ekvationssystemets losning, och y ar en vektor som innehaller ekvationernas svar.

1 -1 1 -1\ /a0 —1
1 1 1 1\[a) (1
0 1 -2 3 [\ax]”|-7
0 1 2 3/ \a;g 7

Koefficienternas varden gar att berdkna med Matlab. Vi anger matrisen A och vektorn y.

Vi utnyttjar sedan Matlabs operator \ som Gausseliminerar ekvationssystemet och returnerar
x-vektorn.

Vi placerar sedan in x-vektorns vérden i variablerna a0, al, a2 och a3.
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Resultat:

=0 a=-2a=0,a=3.

Funktionen far foljande ekvation: 0+-2*x+0*x?+3*x
Derivatan far foljande ekvation: -2+0*x+9*x?

Nedantstaende graf visar den resulterande ekvationen i forhallande till x:
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Nedanstaende graf visar x” minus funktionen som vi fir genom Gausseliminationen:
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2. UPPGIFT 1.8.2

Ett foretag i energibranschen forbrukar vid produktion av kol, bensin och elektrisk energi
dessa energiformer enligt foljande tabell:

For att producera | en enhet

kol behdvs: bensin behovs Elenergi behovs
Enheter kol 0 0 1/10
Enheter bensin 1/10 1/10 1/5
Enheter elenergi | 1/10 1/5 1/10

Hur mycket kol bensin resp. el behdver foretaget for att till en kund kunna leverera 1350
enheter kol, 630 enheter bensin och 960 enheter elenergi?

Vi kan betrakta uppgiften som ett ekvationssystem. Vi infor nagra variabler: totKol = den
totala méngden kol som kommer att behdvas for att leverera ordern till kunden, totBensin =
den totala mangden bensin som kommer att krévas, samt totEl vilket ar den totala mangden el
som kommer att krdvas.

1
totKol _E el = 1350 kol
totB ; 1ttKl 1ttB i 11 =630b X
otBensin 10 otKo 10 otBensin Se . ensin
totEl 1ttKl 1t tB 3 L l = 960 el
0 10 otKo - otBensin 109 = e

Eftersom totKol, totBensin och totEl forekommer forekommer tva ganger i de bada nedre
ekvationernas vansterled raknar vi ut summan av dem bada, sa att varje variabel bara
forekommer en gang i varje ekvation.

1
totKol +Eel = 1350 kol
1ttK l (1 : )t tB i +1t tEl =630b X
10 otKol - 10 otBensin : 0 = ensin
1ttKl 1t tB ] +(1 1>t tEl =960 el
10 otKo : otBensin 10 0 = e

Ekvationssystemet kan losas pa samma sétt som ekvationssystemet i den tidigare uppgiften,
med Gausselimination. Vi skriver uppgiften pa formen Ax =y, dér A innehaller vara
koefficienter, x ar en vektor som innehaller ekvationens lésning, och y innehaller
ekvationernas hogerled.

. 1
L o 110 ( totKol ) (1350)
— - totBensin | = | 630
10 10 5
0 105 totEl 960
10 5 10
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Vi anvéander dven denna gang Matlab for att 16sa uppgiften. Vi anger Matrisen A och vektorn
y.
A=T]1 0 -1/10;

-1/10 1-1/10 -1/5;

-1/10  -1/5 1-1/10];

y = [1350 630 960];
Matlabs Gausselimination returnerar vektorn x med resultaten.
result = A\y~;
X dr pa formen:
totKol
x = | totBensin
totEl

Resultat:

1500
x= (1200
1500
1500 Enheter kol (totKol)

1200 Enheter bensin (totBensin)
1500 enheter el (totEl)
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3. UPPGIFT 1.8.3

Av ett gammalt recept framgar det att degen till ’mormors smorringar™ tillverkas av smor,
socker, vetemjol och skummjélkspulver. Tyvarr framgar det ej av receptet i vilka proportioner
dessa ingredienser skall blandas. Daremot kan man utlésa att 100g deg till ’mormors
smorringar” innehaller 24.1 g fett, 55 g kolhydrater, 7.5 g proteion och 500 kcal. Vidare slar

man upp foljande data om innehallet i 100 g av de aktuella ingredienserna:

Fett Kolhydrat Protein KCal
Smor 80 0 0 800
Socker 0 100 0 400
Vetemjol 0 75 10 350
Skummjolkspulver | 1 50 35 400

Bestam det recept som racker till 500 g deg till ’mormors smérringar” =~ 60 kakor
Uppgift: Receptet ar att betrakta som en linjarkombination av ingredienserna:
Xo * smor + X3 * socker + X, * vetemjol + x3 * skummjolkspulver

Linjarkombinationen xo, X1, X2, X3 ser fran tabellen ut som nedanstaende:

. 0 | 100 ) 75 50
Xo 0 +Xl 0 +X: 10 +X3 35
800, 400, 350, 400,

For att 16sa ut méngden av varje enskild ingrediens betraktar vi linjarkombinationen som ett
ekvationssystem. Observera 500 som anvands for att anpassa mangden som anges i 1 g till
500 g.

80 x x4 +x3 = 500 * 24,1
+100 *xy +75%x, +50%x3 =0500=%55
+10%x, +35%x3 =500%75

800 xx, +400+%x; +350%x, +400%x; =500 %500

Vi anvénder, som i de bada féregaende uppgifterna Gausselimination for att berdkna véardena
av ingredienserna. Vi skriver darfor ekvationssystemet pa Ax = b.

' 80 0 0 1\ /%o 500 24,1
0 100 75 50 X1 500 = 55
0 0 10 35 X2 500%7,5

800 400 350 400/ \Xxs, 500 % 500,

For att 6verfora detta till Matlab skapar vi matrisen A och lagger dar in vara ingredienser och
respektive varde for fett, kolhydrater, protein samt kilokalorier.
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| vektorn y lagger vi innehallsdeklarationen fran receptet. A och y kommer att se ut som
foljer:

Innehallet i vektorn x ar enligt linjarkombinationen:

Xp
X1
X3
X3

Dar X, representerar smor, X; = socker, X, = vetemjol och x3 = skummjélkspulver

Matlab kommer sedan att med \ utféra Gausselimination pa var sats Ax =y.

Svaret kan enkelt utldsas efter Gausseliminationen i den producerade vektorn.
150
100
200
50,

X =

Resultat:

Vi behover:

150 g smor,

100 g socker,

200 g vetemjol samt

50 g skummyjdlkspulver.
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4. UPPGIFT 1.8.4.

Studera aterigen problemet i sektion 1.7.1. men lat lastférdelningen vara enligt nedanstaende

@ 9 9

1 7 16
3 13 15

2 6 10 14 17 @

@/\ A0
== g G, 0, O

~10 -P 10 -10 R,

4.1A)

Prova forst med tabellering och plottning analogt med i 1.7.1. Observera att i detta lastfall s&
varieras endast lasten i nod 5. Varierar den maximala stangkraften linjart med lasten P? Om
sa ar fallet sa bor det vara mojligt att I6sa uppgiften utan att ha 16st alla de ekvationssystem
som vi lost for att plotta grafen. De aterstaende deluppgifterna syftar till att harleda ett
alternativt, battre satt att I6sa uppgiften.

Vi anvéander Matlab for att skapa tabellen och plotten 6ver den maximala stangkraften. Vi
anvander lastkonfigurationen ovan men varierar lasten P. Av tabellen nedan kan vi se den
maximala stangkraften nar P varierar. Den maximala stangkraften erhalls alltid pa position 16
i den resulterande stangkrafts-vektorn.

PpaNod5i Maximal stangkraft

y-led
10.0000 47.1405
20.0000 56.5685
30.0000 65.9966
40.0000 75.4247
50.0000 84.8528
60.0000 94.2809
70.0000 103.7090
80.0000 113.1371
90.0000 122.5652
100.0000 131.9933
110.0000 141.4214
120.0000 150.8494
130.0000 160.2775
140.0000 169.7056
150.0000 179.1337
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160.0000 188.5618
170.0000 197.9899
180.0000 207.4180
190.0000 216.8461
200.0000 226.2742
210.0000 235.7023
220.0000 245.1304
230.0000 254.5584
240.0000 263.9865
250.0000 273.4146
260.0000 282.8427
270.0000 292.2708
280.0000 301.6989
290.0000 311.1270
300.0000 320.5551

Graf ser ut enligt nedan:
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| plottningen ser vi att den maximala stangkraften okar linjart med belastningen P. Da detta ar

bevisat kan vi fortsatta med resterande deluppgifter for att harleda ett effektivare satt att
berdkna den maximala stangkraften.

Sebastian Johnson,
Erik Lundberg



11

4.2 B)
Visa att hogerledet b for godtyckligt P kan skrivas enligt:
b:b10+(P—10)*63

dar byo ar den hogerledsvektor som erhalls for P = 10, och eg ar den attonde enhetsvektorn av
dimension 17.

Vi borjar med att definiera bsg:

—
———

o
I
P — —
obococofbocoocovwoocogLocoo
I
W
o
=
o
[
P - - o~
ohococogoocogLococogLoo0

S——
S——

Dérmed ger b = by + (P — 10) * eg foljande ekvation:

0 0 0
[\ (S %\
0 0 0
10 10 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
p 10 1
ol=]|o0o|+P-10=]|0
0 0 0
0 0 0
10 10 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
\10 10 / \o /
0 0 0
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Vi multiplicerar sedan (P-10) med vektorn es.

—

—

[ = [
obhococofLoocowoocogLooO

0 0
WHNWE
0 0
10 0
0 0
0 0
0 0

10 P—10
=lo|+]| o
0 0
0 0
10 0
0 0
0 0
0 0
/ \10 \o
0 0

Darefter adderar vi vektorn bip med es.

—

—

Forgaende resulterar i:

- — -
obococofLoocowoocogLocoo

i
—

[y
coogooo

10 + (P — 10)

— —
ogbococofLocoo

)\

—
I
——

—

[y =
oOhooCoOVToOOCOLOOO

- = -
obococofboocomwoocogLocoo
I

) \1o)

Vilket skulle visas.
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4.2 C)

Skriv med hjalp av uppdelningen i del B, I6sningen till det linjara ekvationssystem Ax = b som
en summa av tva st vektorer y och z, dar dessa vektorer ar I6sningar till tva olika linjara
ekvationssystem med koefficientmatrisen A.

Ax=0b
Vi substituerar b med motsvarande fran forgaende uppgift och far att:
Ax = b10 + (P - 10) ¥ €g

Eftersom det &r x som &r I6sningen till ekvationssystemet, forenklar vi i vansterled bort A
genom att fran véanster multiplicera med dess invers A™.

x=A"1xbo+A 1% ((P—10) xeg)

Ovanstéende ger oss den uppdelning vi soker eftersom béde A™* by och A * ((P — 10)*eg)
ar vektorer. Vi kallar dessa for y och z, vilka far utseendet:

y =A"xbyg

z=A"1« ((P—10) x eg)

Dessa vektorer, x och y, &r darmed losningar till tva olika linjara ekvationssystem och
uppfyller x =y + z.
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4.2 D)

Beskriv hur berakningarna lampligast organiseras, utfor dem och bestam pa sa satt ett
noggrant P sadant att maximala stangkraften blir 200.

Utgangspunkten for ekvationslosningen ar nedanstaende ekvation. A ar matrisen med
lasternas inverkan pa de olika stangerna, x ar en vektor som innehaller alla stangkrafter, b ar
en vektor som innehaller lastférdelningen.

Ax=b

Enligt uppgift 4.2 B kan b skrivas enligt nedanstaende, detta kommer att underlatta
berdkningen av lasten da den maximala stangkraften &r specificerad.

Ax = blO + (P - 10) * eg

Vi multiplicerar med inversen av A (A™) frén vanster for att f x ensamt i vénsterled.

X = A_lblo +A_1(P - 10) * eg

| uppgift 4.1 A konstaterade vi att stangkraften 6kade linjart med lasten under forutséttning att
fordelningen av lasterna var densamma. Vi ser att den storsta stangkraften erhalls i stang 16,
eftersom okningen &r linjar kommer alltid stang 16 utsattas for storst stangkraft. Eftersom vi
bara ar intresserade av stangkraften i stang 17 skalarmultiplicerar vi ekvationen fran véanster
med transponatet till 1, vilket ar den sextonde enhetsvektorn av dimension 17.

e -x =ej A lxbyy +ef - AT xegx (P —10)

Vi subtraherar bada sidor med ej,A~* = by fOr att ndrma oss att isolera P i véansterled.

e -x —ej AT e by =ej A" v egx (P —10)

| samma ambition delar vi bada sidor med e, - A~ es.

t - t A—1 .
€ "X —ej. A7 x by
16 16 10)

t a1
e A eg

Transponatet av e;s skalarmultiplicerat med vektorn for alla stangkrafter ger oss det 16:e
elementet i stangkraftsvektorn, vilket ar den maximala med nuvarande lastfordelning. Vi kan
darfor kalla skalarmultiplikationen av dessa bada for xmax. Vi adderar aven bada sidor med 10.

Xmax — €1 " A % byg +10="P

t a1
e - ATes

Da P skulle réaknas ut da den maximala stangkraften var 200 satter vi in det vardet i Xmax, och
kan darmed rakna ut ekvationen efter sju elementéra operationer.

200 —ef, -A"1xb

10
= +10=172,1320
ere - A leg
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