5B1146 - Geometri och algebra
Mikrolelektronik, KTH Kista

Losningar till linjara problem med
MATLAB

Av:
Joel Nilsson, alikzus@home.se

Patrik Kosonen, pkosonen@kth.se

2006-12-04



Problem 1

Man ska bestimma ett tredjegradspolynom:

P =a,+ax+a.x +ax

som har samma funktionsvirde och samma derivata som:

flx) = x7 i punkterna x = 1 och x =-1.

Samt rita tvd grafer - En med graferna for funktionerna och en for deras differens i intervallet.
Losning

Eftersom derivatorna ska vara samma, derivera funktionerna:
2

P ) =a +2ax+3a,x

f@ =12

Koefficienterna till polynomet ges av vektorn @ i ekvationssystemet Ad = ¥y
Vektorn ¥ fas genom att berdkna f (x) och f/ (x) for de givna punkterna.
Matrisen A fis genom att sitta att sitta x i p(x) och p’ (x) till de givna punkterna.

Saledes far man f6ljande ekvationssystem att 16sa:

1 1 1 1) a 1
1—-1 1 —1|a —1
01 2 3 |a 7
01 —2 3 )las 7

MATLAB-satserna, se Bilaga A.

Svar

Koefficienterna r :

Qo 0
a|  |—2
a| |0
as 3

Polynomet och dess derivata blir saledes:

p(x) = —2x + 3x°

P (x) =—2+ 9x

Vilket ger samma funktionsvirde och samma derivata som f (x) och I (x).

Figur 1 visar de ritade graferna. Den roda dr f(x), den blia p(x) och den grona deras
differens f (x)- 2 (x).
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Problem 2

Man ska ta reda pd hur manga enheter kol, bensin och elenergi ett foretag behdver for att lev-
erera 1350 enheter kol, 630 enheter bensin och 960 enheter elenergi. Enligt foljande
forhallanden:

For att producera en enhet

kol behdvs bensin behovs elenergi behdvs
enheter kol 0 0 1/10
enheter bensin 1/10 1/10 1/5
enheter elenergi 1/10 1/5 1/10
Losning
Foljande ekvationssystem dr det som ska 16sas:
AX =7

Vektorn 3 motsvarar de enheter som ska produceras, radvis. Vektorn X ger det sokta svaret.
Matrisen A dr den matris som talar om hur manga enheter, kolumnvis, som krévs och ges vid
produktion av en enhet.

Exempel: For att producera en enhet bensin, rad 2, gér det at 1/10 kol, 1/10 bensin och 1/5
elenergi. Med andra ord ska det dras av i respektive kolumn. Resultatet blir som synes i ma-
trisen nedan. Att det blir 9/10 bensin beror da pa att det forsvinner 1/10 enhet dd man produc-
erar 1 enhet.

Ekvationssystemet blir saledes:



1 0 —1/10) x., 1350
—1/10 9/10 —1/5 || X, | = 630
—1/10 —1/5 9/10 | Xuouwi] | 960

MATLAB-satserna, se Bilaga B.

Svar
Ekvationssystemets 16sning blir:
X 1ol 1500

xbensin - 1200
xel@nergi 1500

Sa for att producera 1350 enheter kol, 630 enheter bensin och 960 enheter elenergi krévs det
1500 enheter kol, 1200 enheter bensin och 1500 enheter elenergi.

Problem 3

Man ska ta reda pa i vilka proportioner ingredienser i ett recept ska blandas for att f4 fram hur
mycket man behover till 500 g deg (ca 60 kakor). Givet ar vilka ingredienserna ar, hur myck-
et fett, kolhydrater, proteiner och kalorier 100 g deg innehéller samt hur mycket av det ndmn-
da innehallet varje ingrediens bestar utav, enligt foljande tabell:

fett kolhydrater protein kcal
smor 80 0 0 800
socker 0 100 0 400
vetemjol 0 75 10 350
skummjolkspulver 1 50 35 400

100 g deg bestér av 24.1 g fett, 55 g kolhydrater, 7.5 g protein och 500 kcal.

Lésning

For att 16sa problemet kan man stilla upp ett ekvationssystem, ldmpligast pa matrisform:

AX =7

Man later varje ingrediens motsvara en vektor (d.v.s. kolumn) i matrisen A och varje dimen-
sion (d.v.s. rad) motsvara innehallet. Matrisen A och vektorn X sitts sen ekvivalent med vek-
torn ¥ som representerar mangden innehall i 100 g deg. Nar ekvationssystemet 16ses sd far
man forhallandet, d.v.s. proportionerna, for varje ingrediens. Multiplicerat med 500 ger det
mangderna av ingredienserna for 500 g deg.

Ekvationssystemet blir da som foljer:



80 0 0 1)x) (241
0 100 75 50 ||x,| | 55

0 0 10 35| X, 7.5
800 400 350 400)| x, 500

MATLAB-satserna, se Bilaga C.

Svar

Ekvationssystemets 16sning blir:
X, 0.3 150

X, | _ 500 0.2 _ [100

X, 0.4 200

X, 0.1 500

Sa for att gora 500 g deg behovs - 150 g smor, 100 g socker, 200 g vetemjol och 500 g
skummjdlkspulver.

Problem 4

Man ska berdkna for vilken last P som stangkraften blir 200 1 ett fackverk. Problemet ska
forst 16sas likvérdigt med ett exempel som har en lite annorlunda lastfordelning. For att sen
hérleda ett alternativt battre sétt att 16sa problemet pé.

Givet dr matrisen A samt lastfordelningen som ger vektorn b, enligt kind ekvation.

Den givna lastférdelningen for fackverket dr -10 f6r nod 3,7,9, -P for nod 5 och noll {for de
ovriga noderna. Det innebér att lasten endast varierar i nod 5. Vektorn b kommer se ut som i
Bilaga D - fack2.m med motivationen att det blir teckenbyte d& nodernas laster 10ses ut frdn
ekvationer som ger att b = -P dir P avser lasten pé varje nod.

Steg 1 - Tabellering och plottning
Problem

Tabellera och plotta en graf for att kunna avlisa vid vilken last maxkraften blir 200 och se om
sambandet kan forenklas.

Lésning

For att kunna tabellera och plotta en graf maste maxkraften for ett x antal olika laster
berdknas. Det kan i MATLAB 16sas med en funktion som I6ser ekvationssystemet, pa matris-
form, och berdknar maxkraften for olika virden pd P. Varje maxvirde plottas sen. Det kom-
mer visa sig vara ett linjart samband, se figur 2, som med andra ord gar att forenkla. Vilket
kommer goras i de foljande stegen.

MATLAB-satserna, se Bilaga D - fack2.m och fackplot.m
Svar

Grafen, figur 2, ger att maxkraften ar 200 vid en last pa ungefar 170.
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figur 2
Steg 2 - Bevis av 4
Problem
Bevisa att foljande ekvation stimmer for godtyckligt virde pé P:
b=5b,+ (P—10)¢,

—>

bm ar den hogerledsvektor som erhalls for P=10.
@, ir den ttonde enhetsvektorn av dimension 17.
Lésning

Bevisningen ges av MATLAB-satsen i Bilaga D - bevis.m och fackplot2.m.

Svar
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
10 0| {10 0 10
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

. 10 1| {10 -10+P| |P

b,+®P—-10¢ =|0| +@-100|=|0| + 0 =|0|=4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
10 0| {10 0 10
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
10 ol {10 0 10
0 0 0 0 0




Vi ser med andra ord att satsen gor att det endast dr funktion 8 som varierar med P. Funktion
8 avser nod 5 i y-led, vilket stimmer vil 6verens med lastférdelningen i problemet.

Steg 3 - L6sningen som en summa av tva vektorer

Problem

Losa tva ekvationssystem med olika véirden pa P som ska ge 16sningen till AX = b.
Lésning

Det som soks med andra ord &r tvd vektorer som ger en linje motsvarande den i Steg 1. Dessa
vektorer kan vara for vilket som helst godtyckligt virde pa P i vektorn Z, ty det &r ett linjart
ekvationssystem, med koefficientmatrisen A. Berdknar man maxkraften pa dessa tva vektorer
kan man fé en ekvation till en rit linje pa formen y = kx + m dér k och m fés genom:

kZ%ochmzy—kx

MATLAB-satserna, se Bilaga D - last.m.
Svar

Tva vektorer med godtyckliga virden pa P ger foljande ekvation for att berdkna 16sningen:
vy =0.94x + 37.7
dér y = stdngkraften och x = lasten P.

Steg 4 - Bestam P med en linjar ekvation
Problem

Bestdm P sa att den maximala stingkraften blir 200, utan att anvinda tabellering, plottning
och minstakvadratanpassning. D.v.s. anvdnd den linjdra ekvationen som dr hdrledd i steg 2
och 3.

Ldsning

For att slippa l10sa hela ekvationssystemet varje gdng man ska berdkna stdngkraften for olika
laster kan man forenkla problemet till en linjér ekvation. Detta gors 1 korta drag genom att
man skapar tva olika vektorer for tvd olika laster och transformerar dessa med koefficientma-
trisen. D& far man tvd vektorer som motsvarar tvd punkter i linjen. Eftersom det é&r
maxkraften som soks plockar man fram den ur varje vektor och utifrdn de vdrdena berdknar
man linjens lutning och dess skdrning pd y-axeln. Nu har man en enkel ekvation som 1 detta
fallet ar:

y = 0.94x + 37.7

Med variablerna i detta problem blir det:
F=0.94P + 37.7

Dir F = stangkraften och P = lasten. For att berdkna P blir ekvationen sa hér:
P=(F—37.7)/0.94
MATLAB-satserna, se Bilaga D - last.m



Svar

Da stangkraften F = 200 sd ar lasten P = 172, vilket stdimmer bra dverens med grafen i Steg 1,
figur 1.
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clear, clc;

% Vektorn y

y = [1 % £(1)
-1 % £(-1)
7 % £7(1)
71; % £7(-1)

% Matrisen A
A=1[1111

1 -11-1
0123
01 -2 3];
a=A\y % LoOsningen till Aa=y
x = -1:0.1:1; % De x-vdrden som funktionerna ska plottas for.
f = x.”7; % Berdkningara for funktionen f(x)
p=a(l) + a(2)*x + a(3)*x.”"2 + a(4)*x."3; % Berdkningarna for funktionen p(x)
diff = £ - p; % Differesen mellan funktionerna

% Plottningen
subplot(1,2,1);
plot(x,£f,'R");
hold;

plot(x,p);
subplot(1,2,2);
plot(x, diff, 'G");
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clear, clc;

%Kol
A =11
-1/10
-1/10

% Enheter

y = [1350
630
960];

x = A\y %

Bensin Elenergi

0 -1/10 % Kol

9/10 -1/5 % Bensin
-1/5 9/10]; % Elenergi

som ska produceras
% Enheter kol

% Enheter bensin

% Enheter elenergi

Enheter som kradvs till produktionen
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clear, clc;
$Smor Socker Vetemjol Skummijdlkspulver

A = [80 0 0 1 % Fett
0 100 75 50 % Kolhydrat
0 0 10 35 % Protein
800 400 350 400]; % Kcal

% Innehdll av...

y = [24.1 % Fett
55 % Kolhydrat
7.5 % Protein
500]; % Kcal

x = A\y % Proportion

500*x % Mangd ingredienser i gram
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Uppg4.m

1

%% BEVIS.M

% Bevisar att hdgerledsvektorn varierer for godtyckligt P

function b

bevis(P);

=10

% HOgerledsvektorn for P

b10 = [0 0 0 10 0 0 0 10 0 O O 10 O O O 10 0]';

17

% 8:e enhetsvektorn av dim.

01';

[OOOO0O 0001 00O0OO0C OOOO

e8

% Bevisar att vektorn b varierar endast i nod 5 (funk.

8) med P

b = bl0 + ((P-10)*e8);

%% FACK2.M

% Berdknar maxkraften fO8r godtyckliga vdrden pd variabeln P

function maxkraft

fack2(P)

sqrt(2)/2; % Given vinkel

a=

% Given matris

% Kolumnnummer

9 10 11 12 13 14 15 16 17

8

rad nod led

0 0

[-a

A=

0 1
0 -a-1 0

0
0

0 0
0 -1 -a O

0
0

>~ X

%10
%11

>~ X

%12
%13

>~ X

%14
%15
%16
%17

0 1
0 -a-1 0

0
0

>~ X

0
0 -a -17;

9 10 11 12 13 14 15 16 17

5 6 7 8
0 0

1234
[000 10 O

%
b

% P 4r en variabel

10 01';

0 0

0

10

maxkraft=max(abs(A\b)); % Letar upp vektorns maxvidrde och berdknar absolutbeloppet p& det

%% FACK.M

sqrt(2)/2; % Given vinkel

a =

% Given matris

% Kolumnnummer

9 10 11 12 13 14 15 16 17

8

led

rad nod

0 0

[-a

A=

0 1
0 -a-1 0

0
0

0 0
0 -1 -a O

0
0

>~ X

%10
%11

>~ X

%12
%13

>~ X

%14
%15

0 1
0 -a-1 0

0
0



2 - Uppg4.m - 2006-12-04 18:55

%% FACKPLOT2.M
clear, clc;

% Laddar in matrisen A
fack;

% Skapar tvad vektorer
p=[1;
kraft=[];

% Fyller p for olika laster och kraft med motsvarande maxkraften
% HOgerledet, vektor b, anvdnder sig av bevisningen i bevis.m
P=0:10:200
hl=bevis(P);
x=A\hl;
p=[p PI;
maxk=max(abs(x));
kraft=[kraft maxk];
end

plot(p,kraft) % Plottar maxkrafterna for godtyckliga varden p& P
grid on;

$%$FACKPLOT.M
clear, clc;

% Skapar tvad vektorer
p=11;
kraft = [];

% Fyller p for olika laster och kraft med motsvarande maxkraften
P=0:10:200
p = [p PI;
maxk = fack2(P);
kraft = [kraft maxk];
end

plot(p,kraft) % Plottar maxkrafterna for godtyckliga varden p& P
grid on;

%% LAST.M
% Bestdmmer P f6r en angiven sténgkraft
function P = last(F)

fack; % Laddar in matrisen A
x1 = 10; % Godtyckligt varde
x2 = 200;

y=A\bevis(xl); % LOser ekv.sys for en ett varde
z=A\bevis(x2); % ...f0r ett annat varde

yl = max(abs(y)); % Tar fram absolutbeloppet pd maxvidrdet d.v.s. maxkraften
y2 max(abs(z));

o
I

(y2-yl)/(x2-x1) % Raknar ut lutningen p& linjen d.v.s. delta y / delta x

m = yl - k*x1 % R&aknar ut var linjen skdr y-axeln

d
I

(F - m) / k; % Berdknar P enligt rdta linjens ekv.



