KTH matematik

Repetitions inf6ér tentamen i 5b1146

1. a. En ldda har formen av en sned parallellepiped med kanterna representerade av
vektorerna u =(2,1,1), v =(1,1,2) och w =(1,2,1). Berdkna ladans volym. (1p)
b. Undersok om vektorerna u, ue~v och w ligger1samma plan. (2p)
2. For vilka varden pa konstanter a, b och ¢ har ekvationssystemet

ax+ y+2z=3a+ b+ c
bx+2y+ z= a+3b+2c
cx+ y+ z= a+ b+ 2c

precis en 16sning x=1, y=1 och z=1? (4p)
3. Los ekvationen 22 — (2 + 3i))z— 1+ 31 =0. (3p)
N5 .
4, Ekvationen z3+z+ 10=0 harenrot z= 1+ }) + 2+ 1, .
1-9* 1-2i
a. Skriv denna rot pa formen a + bi dédr a och b éar reella tal. (2p)
b. Bestdm samtliga rotter. (2p)
1 01 0 2 4
5. Bestdm alla l6sningar till matrisekvationen |1 1 0| X=|2 3 4 (3p)
1 1 1 1 4 7

6. En rit linje gar genom punkten p =(1,2,3) och dr parallell med de bada planen
x—2y+z=1 och 2x+ 2y — 3z = 2. Ange linjens ekvation pa parameterform. (2p)

7. Bestdm projektionen av vektorn u =(1,2,3) pa planet 2x +y —z=0. (3p)

v.g.v



W N =
W = N
N

8. En linjér avbildning A: R?® — R? bestims av matrisen
a. Bestam alla vektorer u siddana att A(u) = 0.
b. Bestdm vardeméngden av A
9. Visa att ekvationen 9x2 + 16y2 — 24xy — 4x — 3y + 5 = 0 i1 xy—planet beskriver en parabel. I

vilket koordinatsystem fir denna parabel ekvationen u = 5v2?

1
10. Matrisen A har egenvirden 1 och 2 med motsvarande egenvektorer |:3:| respektive |:

Bestam A.
Ledning: Matrisen A kan diagonaliseras.

11. Visa med hjilp av induktion att 327*1+ 27*2 4r jaimnt delbart med 7.
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Losningsforslag till repetitions tal

211
la. Volymengesav V=+|1 1 2| =4,
1 21
211
1b. Vihar ue~v=(1,-3,1) och [1-3 1| =-5+£00
1 21

| Svar: Vektorerna ligger inte 1 samma plan.|

ax+ y+2z=3a+ b+ c
2. Ekvationssystemet (i obekanta x, y ochz) {bx+ 2y+ z= a+ 3b+ 2¢ har precis en 16sning
cx+ y+ z= a+ b+ 2c

a 1 2 2a+ b+ ¢c=3
O0(b 2 1| =a+b—-38c#0.For x=1, y=1 och z=1 fads | a+ 2b+ 2c= 3 och med hjalp
c 11 at b+ c=2

211 3|ri—rs 1001|rm—-r3 (1001
av Gausselimination farvi |1 2 2 3|rg—2r; |-1 0 0-1 00O0Of, alltsd a=1
1112 1112lm-r Lo111

och b=1-c. Dettainsatti a+b—-3c#0 ger c;ﬁ% . Svar: a=1,b=1—c,c¢%.

3. Manhar 22— (2 + 3i)z— 1+ 3i = (2—1—;;1) (1+3?i>2—1+31—(2—1—31> izo

vilket

gerz—l—% —i% och |Svar: z=1+2i och z=1+1.]

4. Vihar 1+i=\/§(cos% +isin%) och 1—i=\/§(cos% +isin%) vilket ger

(1+1)>= 2 (cos— +i s1ni—n) och (1 -1)*= (cos% +i s1n%) samt

%)LZ =\/§(COS%TH +isin%TH) =1+1.
2+1 _ 2+ +20)
1-21 (1-21)(1 + 2i)

_(@+191)b L2741

:% =1 alltsa en rot ar Z_(1—1)4 1-21 S

Dessutom é&r
21.
Eftersom alla koefficienter 1 ekvationen dr reella sd ar 4&ven z=1 — 21 en rot till ekvationen.

Detta medfér att polynomet z3 + z+ 10 #r jimnt delbart med (z — 1 — 2i)(z — 1 + 2i) =
=2z2 - 2z+ 5. Divisionen ger 23+ z+ 10 = (22 — 2z + 5)(z + 2), vilket innebér att den tredje

roten ar z = —2. |Svar:z=1+2i,z=1—21 och z=—2.|
1 0 1 1 0 1
5. Eftersom [1 1 0| =1#0 sa d&r matrisen |1 1 0| inverterbar. Man far att dess invers
1 1 1 1 11
1 1 -1 1 1 -1]10 2 4 1 1 1 1 1 1
Ar 10 sdatt X=|-1 0 1||2 3 4|=| 1 2 3|. |Svar: X=| 1 2 3|
0 — 0 -1 1J4L1 4 7 -1 1 3 -1 1 3

6. Planens normalvektorer ar w = (1,-2,1) respektive v = (2,2,-3). Linjens riktning ges av
vektorn r = uwv = (4,5,6) och linjens ekvation ar p(f) = (1 + 4¢, 2 + 5¢, 3 + 61).

[Svar: p(t) = (1 + 4t, 2 + 5¢, 3 + 67).

7. Planets normalvektor &r v = (2,1,—1). Vid projektionen av u = (1,2,3) pa v féas vektorn



w= rlg v= % (2,1,-1) vilket innebér att projektionen av u pé planet dr vektorn r=u —w =
v
_1 1
_6(4’11’19) . Svar: 6(4,11,19).
1 2 3||«x 0 x+2y+3z=0
8a. Lat u=(x,y,2). T(w) =0 innebdratt (2 1 1([y|=|0| dvs Y2x+ y+ z=0.Med hjalp
3 3 4llz 0 3x+3y+4z=0
av Gausselimination fas
1230 1230 1 2 3 0|3r;+2r9 [3 0 -1 0
2 1 1 0fre—2r1 [0-3-5 0 0-3-5 0 0-3 —5 0 alltsa
3 3 4 0lr;—3r; LO-3-5 0lr3—ry o o
x=t,2z=3t och y=-bx. |Svar: u=(t,-5¢,30).]
1 2 3||x a
8b. v =(a,b,c) tillhér virdemiéngden av 70 om det finns (x,y,2) sddanatt|2 1 1||y| =|b
3 3 4]lLz c
x+2y+3z=a
dvs Y2x+ y+ 2z=10 . Med hjilp av Gausselimination fés
3x+3y+4z=c
1 2 3 a 1 2 3 a 1 2 3 a
2 1 1 b|re—2r; [0-3-5 b-2a 0-3-5 b —2a| vilket innebér att

3 3 4 cdrg—3r; 0-3-5 c—3aldrs—7r2 L0 0 0 c—-b-a

|Svar: Viardeméingden av T bestar av alla vektorer v = (a,b,c) forvilka a+ b —c= 0.|

9 —-12
9. Ekvationen kan skrivas p4 formen xTAx + Kx+5=0dir A= |:_12 16:| och K=[-4 -3].
9-A —-12
Ur ekvationen 19 16— =0 far man egenvirdena till A: A =0 och A= 25.
y 4 . s Kvati [9 - —12}[31 [0}
otsvarande egenvektorer tas ur ekvationen ~12 16 -] Ly =lol-
For A= 0 f3 |: 9x — 12y:| _|:0:| b en lisning |:x:| _|:4:| 1k |:4/5:|
or A= 8 | jor4 16y ~Lo och en l6sning ar v =L , vilken normeras: | . |.
e = 25 £ |:—16x— 12y:| _m A m _[_3‘ . [_3/5}
or A= as | 1. 9y 1~ Lo och en l6sning ar M , vilken normeras: | . |.
Vid substituti |:x:| _|:4/5 —3/5:||:u:| . cation. ¢ 4/5 —3/5‘ -1 s .
1d substitutionen y “las asllo (motsvarar en rotation, ty 35 4/5| = ) Overgar
. . . 4/5 -3/57[u]|
den givna ekvationen p& ekvationen 25v% + [-4 —3] +5=0,dvs 5v2—u+1=0
3/5  4/51Lv]
vilket 1 uv—planet beskriver en parabel. Substitutionen © = u; + 1, v = v; (motsvarar en
parallellforflyttning) 6verfor denna ekvation pa ekvationen u, = 50‘3 .
o et tmineavie fir v m [4/5 —3/5} [ul + 1} [4/5 —3/5} [ul} [4/5} _
= = +
ammantattningsvis far vi att y 35 4/51| v, 35 4/51| v, 3/5 vilke
innebér att
Svar: det s6kta koordinatsystemet har origo i punkten (4/5, 3/5) och
dess koordinataxlar har riktningar (4/5, 3/5) och (-3/5, 4/5).
12 , 10
10. Matrisen P = 35 diagonaliserar den sékta matrisen A si att P1AP=D dar D=

0 2

1 2(|1 0:| |:—5 2:| |: 7 —2:| |: 7 —2:|
1 3 = 1= = .
och vifar A = PDP- |:3 5:| |:0 9 3 1 15 4] Svar: 15 4/

Pé&stdendet ar sant for n=1: 32714+ 21%2 =35 4rjamnt delbart med 7.

11.Antag att pastaendet ar sant for nagot n, dvs antag att for nagot n géller att



11.32n+ 1 4+ 9n+ 2 4pjamnt delbart med 7.
Vi vill visa att pastaendet dr sant for n + 1, dvs vivill visa att

2+t +1 4o+ 1) +2 4 jamnt delbart med 7. Vihar
32(n+1)+1+2(n+1)+2:9,32n+1+2,2n+2:2(32n+1+2n+2)+7,32n+1:
{enligt antagandet} = = 2.(ett tal som &ar jamnt delbart med 7) + 7.32n+1=

ett tal som dr jamnt delbart med 7.
Enligt induktionsprincipen ar pastaendet sant for n = 1,2,3,.....







