Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsforslag till tentan i 5B1147 Envariabelanalys for E1,

06-12—-20, kl. 14.00-19.00.

Inga hjalpmedel.

Du som har fatt godként pa kontrollskrivning i (dér i = 1,2,3,4) far
automatiskt full poing pa tal 7.

Betygsgranser: 14-18 poang ger betyget 3, 19-24 poang ger betyget 4,
och 25-28 poang ger betyget 5.

Om du har fatt 13 poang sa har du mojlighet att gora en komplette-
ringstentamen. Kontakta Olle i sa fall.

Bestam talet a sa att funktionen

a da x =1,

blir kontinuerlig i punkten x = 1. (3p)

Losning: Division = f(z) = 2z + 1 da oz # 1 = lim,_; f(z) =
3 = f(x) kontinuerlig iz =1 om a = 3.

Funktionen
1 4

fla) =+

r 1l—=x

ar uppenbarligen definierad da x # 0 och x # 1. Bestam f:s varde-
mangd da 0 <z < 1. (3p)

Losning: Observera forst att © — 07 = f(z) - oo och z — 17 =
f(z) — oco. Sedan ser vi att
f’(a:'):—i+ 4 :—(1—x)2+4x2:3x2+2x—1’
22 (1 —x)? 22(1 —x)? 22(1 —x)?




sa derivatan ar = 0 da

2 1 1 1+3 —-1+2 [1/3
2

— —_—_ = :——j: — =
vgr=3=0 Ty 9 3 {—1

Harur ser vi att 3+ 1) 1/3)
, T T —

f'(z) <0da -1 <z <1/3= f(z) avtagande dér, och f'(x) > 0 da
x> 1/3 = f(z) vixande dar =
1 4

fminzf(l/B)zl—/:))+2—/z))=3+6:9,

sa att virdeméngden ar {9 < y < oo}.

1
[:/ _r+3 (3p)
0

. Berakna integralen

22 +4r+5

Losning:

Yoa+3 ! T+ 2 1
1:/ —dx:/ + dx
o (x+2)2+1 o \(z+2)224+1 (x+2)2+1

= [% In((x + 2)? + 1) + arctan(z + 2)]:

1 1
= 3 In10 4+ arctan 3 — §1n5 — arctan 2

1
= 3 In2 + arctan 3 — arctan 2.

4. Berdakna gransvardet

T —sing

lim ———. 3
xli% 21 — sin 2x (3p)
Losning;:
i T —sinx "y . 1 —coszx "o i sin
lm——— = —=lim——— = — = lim —
z—0 20 — sin 2x 0 z—0 2 — 2cos 2x 0 z—0 4 sin 2x

"o ) COS T 1

im = —.
0 z—0 8 COS 2% 8




5. Visa att

1 1/2z
1n<(1ti> >>1 da 0<z<l1. (4p)

Losning: Enligt logaritmlagarna &r olikheten ekvivalent med att

1
2—(111(1—1—:10) —Inl—2z))>1 <= In(l+2)—In(l —z) —22>0.
x
Satter vi f(x) = In(1 + z) — In(1 — z) — 2x, sa ska vi alltsa visa att
f(z) >0da 0 < a < 1. Observera forst att f(0) =0—-0—0 = 0.
Sedan ser vi att

1 1 _1—x+1+x—2—|—2x2 212

— _9 —
142 1—=x 1 — 22 1 — a2’

f'(x)

som dr > 0 da 0 < z < 1. Héarav foljer det att f(z) vdzer fran f(0) =0
da x gar fran 0 till 1, sa att f(x) > 0 atminstone nir 0 < z < 1.

6. Bestam allmdnna losningen till differentialekvationen

y' — 3y + 2y = €3 cos . (4p)

Losning: Karakteristiska ekvationen r? — 3r + 2 = 0 har rotterna

3 9-8 3+1 2
r = — j: _— - — = s

2 4 2 1
varfor den homogena losningen blir

Yhom (7) = Ae” + Be*.

Observera sedan att om z, dr en partikuldrlosning till 2” — 32" 422 =
eB+7 si dr Re 2, en 16sning till

(Rez)” —3(Rez) +2Rez = Re (¢* - (cosz + isinz)) = €’ cos,
det vill séiga till originalekvationen. Ansatsen z, = a - e3+)7 ger

Zy=a-(3+ i)e®T)% och zy=a-(3+ i)2e(HiT



7.

8.

varefter insattning leder till

a-eBTT . ((340)2 —3(3+10) +2) =¥ —
a-(946i—1-9-3i+2)=1 <= a-(1+3i)=1=

e3*(cosx +isinz) 1—3i
Zp = :
? 1+ 3 1-31
3z 3 si
Rez, — e’ (cos xlg)— sin x) ‘

3x
SVAR: y = Ae” + Be* + el—o(cosm + 3sinz).

Berakna langden av kurvan

1
y=5(+e), dir 0<z <2 (4p)

Losning: Formeln for baglangd ar

s:/abmdx.

Har fas

1
y/:5(690—6_96):>1+(y/)2:1+—(62x—2+6_2x)

1 x —X 2
= 1(6236 +24 e %) = (i) :

sa att langden av kurvan blir

In2 —
e* +e* 1 m2 1 1
s /0 5 T 2[6 e ]0 2( 5 +1)

N —
Do o

(a) Berdkna integralen

/ e VT dz. (2p)
0



Losning: Variabelbytet t = /1 = 1 = t* = dx = 2t dt, sa att

R VR
lim / e V®dr = lim et otdt
R—oo 0 R—o0o0 0
vR
= lim [—e_t . Qt]g/ﬁ + 2 lim e tdt
R—o0 R—o0 0
. VR . VR
=2 o 2 e
=0+2(1 — lim e VE) =2,
b) Visa att serien 5% e~V Gr konvergent. 2p).
k=1

Losning: Vi tolkar n:te delsumman
sn:Ze"/E:1-e’ﬁ+1-67‘/§+---+1-e"/ﬁ
k=1

som den sammanlagda arean av n stycken rektanglar med basen
1 (liggandes mellan x = k — 1 och z = k) och hdjden e Vk dar
k=1,2,3,...,n. Eftersom

fx)y=e V" = f'(z) = V= (—%x_lm) <0,

ar f(x) avtagande da x > 0, och hirav foljer att rektanglarna ovan
ligger under kurvan y = e~ V® da 0 < 2 < n. Dérmed blir

n vn
Sp < / e V¥ dz = {t = \/z som ovan } = / et 2tdt
0 0

_ NG _v/m 2y/n 2
:[—et-Qt]O —2[6 t}o :_e\/ﬁ_e_\/ﬁ+2

< 2 for alla n.

Alltsa ar {s, } -, en vdzande och uppdt begrinsad talfoljd, varav
foljer att lim,,_, o s, finns, det vill sdga serien ar konvergent.



