Institutionen for Matematik, KTH,
Karim Daho och Olle Stormark.

Losningsforslag till 5B1147 Envariabelanalys for E, ME och IT

07-05-31, kl. 8.00-13.00.

Inga hjalpmedel.

Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér ¢ = 1,2,3,4) far
automatiskt full poéng pa tal 7.

Betygsgranser: 14-18 poang ger betyget 3, 19-24 poang ger betyget 4,
och 25-28 poang ger betyget 5.

Om du har fatt 13 podng sa har du méjlighet att gora en komplette-
ringstentamen. Kontakta Karim eller Olle i sa fall.

. Berakna gransvardet

lim Va2 +x — x. (3p)

T— 00

Losning: Genom att observera att va? = |z|, som & = x da = ar
positiv, ser man att

VT T (Valt+z—z)(Val+o+z)  2°+x—2

B v+ ao+x _\/a:2+x+a:
T 1

Cr-(WVTta i1 Vitao il

som uppenbarligen gar mot 1/2 da x — oc.

Visa att e*(1 — ) <1 for alla x. (3p)

Losning: f(z) =e"(1—x) = e —e"x = f'(v) = e*—e"wv—e® = —xe”,
som ar > 0 da x ar negativ och < 0 da x ar positiv. Det vill siaga att
f(z) vaxer for negativa x och avtar for positiva x, vilket betyder att
f(z) har ett globalt maximum = f(0) =1 da z = 0.

Alltsa ér f(z) < f(0) =1 for alla z.
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3. Berdkna integralen

T rdx
1= ) 3
/0 ) (3p)

Losning;:

T rdx
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4. Avgor om serien
> o
n=1 (2 + n)"
dar konvergent eller divergent. (3p)

Losning: Vi har att
1 1

0< — < —,
24n)» 27

sa jamforelse med den geometriska serien Y >° (1/2)" — som ar kon-
vergent eftersom —1 < 1/2 < 1 — visar att serien ovan dr konvergent.

5. Avgor om ekvationen x=% = 3 har nagon losning da x > 0. (4p)
Losning: f(z) =2 -3 ="M -3 = f'(z) = e ? % (= Inz—1),
somiar=0 < lnz=-1 < z=e¢'=1/e. Da0 <z < 1/eér

f'(x) > 0, sa dér ar f(x) vixande. Nar z > 1/e ar f'(x) < 0 och f(z)
ar avtagande. Alltsa har f(x) ett globalt maximum lika med f(1/e) =
(1/e)~Y¢ —3 = e/¢ — 3 i punkten x = 1/e. Eftersom e'/¢ < 3'/¢ < 3
ar f(x) < 0 for alla x > 0, sa ekvationen ovan har ingen 16sning.

6. Bestim den losning till differentialekvationen y" + 4y = x? vars graf
tangerar den rdta linjen y = x 1 origo. (4p)

Losning: Karakteristiska ekvationen r? +4 = ( har rotterna r = 42i,
sa
Ynom () = A cos 2z + Bsin 2x.



Genom att satta in ansatsen Ypa = azr?® + bx + c i ekvationen ser vi
att a =1/4, b =0 och ¢ = —1/8. Dérmed blir den allmédnna l6sningen
lika med
_ 2 1
y(xz) = Acos2zx + Bsin2x + 15

Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger att 0 = A —1/8 <= A = 1/8 och
villkoret 3/(0) = 1 ger att 1 = 2B <= B = 1/2. Sa svaret blir

(z) 1 2+ 1. 2+ 2?1
x) = —=cos2x + =sin2x + — — —.
=g 2 18
. Bestam en primitiv funktion till
3T
= ) 4
Losning: 22 + 1 = 0 har roten = —1. Division med x + 1 visar att

P rl=(r+1)(z* -2 +1),

1\ 2
xQ—x+1:(x—§) +

Partialbraksuppdelning visar att

B 3z B A n Bx+C
Ca34+1l 41 22—+ 1

dar

3.3
e
4~ 4

f(z)
Genom att gora liknamnigt och sedan identifiera koefficienterna framfor

de olika z-potenserna ser man att

B 1 xr— 2
o+l 22—z+1

()

Har ar

xr—2 _1 20 —1-—-3
2—x+1 2 22—x+1

1 201 3/2
2 x2—zx+1 x2—x+1’

sa att
1 1 2z-1 3/2

f(x):x—l—l_§.x2—x+1+x2—x+1‘
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Sista termen har kan skrivas som

3 4 1 , 1
T ()

Darmed ser vi till slut att

1 1 20 — 1 1
) = —_ = _|_2. ,
/(@) 2 x2—zx+1 14 (2;;:1)2

som uppenbarligen har den primitiva funktionen

1 2
F(m):ln|x+1|—§ln(x2—x—|—1)+\/§arctan ’

. Berdkna gransvardet

. (x —sinz)?
lim ———
2—0 (coshz — 1)3

dir coshx = (e* + e~ ") /2. MacLaurinserierna for sinx och e antas
vara kdnda, och behéver alltsa inte hdrledas. (4p)

Losning: Eftersom

x> a2 23

r—snr=r—04+=——"—4+...="—+ B -2’
3l 5l 6

dar B star for en funktion som ar begransad da x ar nara 0, sa ar

LAl " LB .2
aljaren = — - xC.
] 36 t

Vidare ar
1, . 1 x? 2
coshx—lzﬁ(e +e —2):5(1+x+§—|—---+1—x+§—---—2)
2
x
= 4+ Byt
2+ 2T,

vilket visar att ;

. x
namnaren — ) + B,z8.



Déarmed ser vi att

(x —sinx)® %—i—thI:g
(coshz —1)3 %3 + B, a8
+ + B, - a?

som gar mot 8/36 =2/9 da x — 0.



