Lektion 10, Envariabelanalys den 9 november 1999

Visa att sinz = O(z) da = — 0.

Vi ska visa att det finns ett C' > 0 sa att

[sinz| < Clz| for alla z i en punkterad omgivning av 0. (%)
Eftersom
¥
lim 2" =1
rx—0 X

sa vet vi fran griansvirdesdefinitionen att
sinx " . o
1—-e<——<1+4¢ f{orallazien punkterad omgivning av 0,
x

vilket ger speciellt att

sinx

[sinz| < (14 ¢)|z|

‘Sl-i-s o
X

i en punkterad omgivning av 0. Darmed har vi visat (x).
Anm. Alltsa duger C = 1 + ¢ som konstant, men omgivningens storlek far vi inte

fram med ovanstaende resonemang. Vi vet iallafall att det finns en omgivning dér (x)
ar uppfylld, och det réicker i denna uppgift.

Visa att €” = 1+ 2 + O(x?) dd 2 — 0.

Om vi Taylorutvecklar e® i punkten x = 0 far vi
e"=14+xz+ %efo,

dar & ligger mellan 0 och z. Eftersom x +— e® dr en vixande funktion sa ér
resttermen

|%e£x2| < %ema"{o’m} a? < Let |2 for alla |z| < 1.

Alltsé #r resttermen O(x?) och vi kan skriva
e =1+z+0(?) daxz— 0.

Anm. Egentligen récker det med att konstatera att %eg dr begransad for £ néra 0.

Ar e® = O(2'%) da & — o0?

Vi ska underscka om det finns ett C > 0 och ett N > 0 sa att
le”| < C|2'°| for alla > N. (%)

Om detta vore sant skulle
T

lim — < lim C = C < co.

z—o0 10 T—00

Men eftersom vi vet att

T
lim — =
T— 00 {1;‘10 ’

s& kan inte (*) vara uppfylld, d.v.s.

e” # 0(x'%) da z — oo.



Visa att 4.9.4 Berdkna lim 71 cosax
2—0 1 — cosbz

(z4+1+4+0(2))" =ex” + O™ ") daz — occ.

Vi Maclaurinutvecklar,

I varje steg anvdnder vi antingen rdknereglerna for ordo, Maclaurinutveckling I 1 —cosax . 1- (1 — %a2x2 + O(a?4))
eller en vanlig omskrivning, sa fundera noga &ver varje likhet. 2501 — cosbr a0 1 — (1—1b222 + O(a?))
1,22 4
x z +0
(z+1+0(2))" = exp(a: log(z + 1+ O(%))) = lim 3@ + 0@ = {forkorta med z%}

z—0 %b%Q + O(z?)

= lim —%az + O(xz) = o

= exp(xlogsc +zlog(1+ 1+ O(%z)))

=" ~exp(m10g(1+%+0(gﬂ%))> ;) %b2+0(x2) 2
zxr~exp( ( +O(5 )))
_xz.exp(l—i—O ) -exp(1 eXp(O(%))

:exw(uo@)) = ex® + O(z"1).

213 _ 1

4.9.6 Beridkna hm 1

4.9.2 Beriikna lim w. I detta exempel ser vi att ndmnaren kan faktoriseras sa att téljaren kan forkortas
a>2 a?—4 bort,
131 31 1
x x
lim ———— = lim = lim ——— =1/2.
Vi anvéinder 1'Hopitals regel, e—1x2/3 =1  a=1 (23 = 1)(x¥/3+1) a—121/8+1
2

. lOg(ZT . . 2x—3

lim ————— I’'Hépital 1} = lim =——= =1/2.

lim =5 = {2; 'Hopitals regel } Lim = /

Egentligen &r vart skrivsitt lite oegentligt. Vi vet inte om vi kan anvinda
I'Hépitals regel forrdn vi visat att hogerledets griansvirde existerar (eller dr lika
med +00).



1— cos -
4.9.8 Berikna lim ———>". 4.9.12 Berikna lim 282 —1
z—0 log(1 + x2?) z—1  sin7wx

Om vi tittar pa tiljaren och kommer ihag hur cosinus-funktionen ser ut néra 0 Némnaren har ett enkelt nollstélle i = 1 sa det lutar at I’'Hopitals regel. Dess-
y utom &r Taylorutvecklingen av ndmnaren och tdljaren kring = 1 inga inlédrda
~ formler. Vi anviander I’'Hopitals regel,

=1 log(ex) — 1 1/z 1

4 lim 7g(' ) = lim 7/ =——.

- Y = COST z—1  sIn7x z—1 7T COS TX ™
> T

sa ser vi att uttrycket 1 — cosx har ett hogre ordningens nollstéille i z = 0. Om
vi anvinder 'Hopitals regel kommer vi bli tvungna att derivera flera ganger. Ef-
tersom vi vet tédljarens och ndmnarens Maclaurinutveckling véljer vi att Maclau-

inutveckl o
FITVEERSa, 4.9.14 Berikna lim ="
. l—cosz 1= (1=32>+0(@") . 32°+0(z") e
lim Toa(l > = lim T Ot = lim PRI
x—0 log(1l 4+ x2)  2—0 22 + O(z?) 1 z—0 12+ O(z?) Némnaren har ett 3:e ordningens nollstélle i = 0, sa vi anvinder Maclaurinut-
L4 0(z? ing.
= {fbrkorta’ med 1‘2} = hr% i-’—T((z)) = 1/2 VeCkhng
N 3
’ v . x—sinz  x—(z—%4 +0(P))
lim = lim :
z—0 3 xz—0 x3
Anm. Givetvis gar det bra att anvinda ’'Hopitals regel: 1.3 5
. . i 8O (14 o)) = 2
lim 1—cosz {2} = lim sinz fim (1 +m2) i S0 250 13 70 6 6°
e—0 log(1 +22) ~ 00 " aZo0 % ;) z—0 2
:{%}:1.;%%5‘% :1.%:%,
4.9.10 Berdkna lim 10776.
x—0 €T
. . . 4.9.18 Berékna lim logﬂ.
Néamnaren har ett enkelt nollstélle sa det lutar kanske at I’Hopitals regel. Dess- r—m/2 COST
utom ar Maclaurinutvecklingen av 10% inte direkt atkomlig ur nirminnet. Vi
anvander I’Hopitals regel! Cosinus-funktionen har bara enkla nollstéllen varfér vi provar med I’'Hopitals
107 —e” 10” - logz — € regel,
lim — = {9; I’Hopitals regel} = lim o Te log10 — 1. . 1
z—0 x 0 z—0 1 . logsinr i Sy COST i cosr
lim ——— = lim *—— = lim ———— =0.

r—n/2 COST rox/2 —sinr r—mr/2 sin®r



4.9.20 Berdkna lim arccosx'
rx—1— X — 1

Grafen till arccos-funktionen har utseendet

— ¢

-1
d.v.s. en lodrat tangent vid « = 1. Detta utesluter Taylorutveckling. Vi anvander
I’Hopitals regel,
-1

V1= 22
lim 2T {%; I’'Hopitals regel} = lim % = —o0.

z—1- x—1 r—1—

4.9.24 Berikna lim 2V,

z—0

Grénsvirdet har det obestdmda uttrycket 0°. Det forsta vi bor gora ar att loga-
ritmera for att fa uttrycket i en mer ”vanlig” form.

lim 2V* = lim+ exp(\/JE -log x) = {exp ar kontinuerlig}
z—0

z—0t

= exp(wl_i>r61+ Vz - log x)

Gréansvirdet &r fortfarande inte i en form som vi kan anvinda vara standardtek-
niker pa, men en enkel omskrivning gor susen!

I
= GXP(Iliﬂ(f)l+ 1(;%/2) = {; I'Hopitals regel}
ey -
= eXP(zILI& _%2) = exp(zllrél+ 72\/E> =exp0=1.

. . x+sinzx
Berdkna lim ———.
Tr—00 €T

Om vi anvinder 'Hopitals regel fas

x +sinx
lim rEsmr 2 im = lim (1 + cosz) divergerar.

r—00 T r— 00 xr— 00

1+ cosx

Eftersom grinsvérdet i hogerledet divergerar kan vi inte anvinda I’Hopitals regel.
En alternativ metod ger istéllet gransvérdet,
T +sinx
lim R = i (14

r—00 xT T—00

smx) —14+0=1.
T

9.8.2 Skatta felet om Maclaurinpolynomet av grad 6 till cos x anvénds for att approx-
imera cos0,1.

Resttermen &r




dar & ligger mellan 0 och z. I vart fall dr f(z) = cosz. Genom att observera att
f" = —f far vi att

FO =" == = (" =+ = (f") = - f".
Alltsa ar
fD(z) =sinz.

Resttermen ar ddrmed

sin &
R7(I) = TZ"?
och felet i var approximation kan vi skatta till
sin & 17 sinl 1 _4
Rz (1 ‘*‘ ’5 S el

9.8.8 Anviind Taylors formel for att bestimma Maclaurinserien till funktionen f(z) =

e *.

Enligt Taylors formel ar
r (—1)mz™  (=1)ntle=én

- __ 1 _ < n+1
S T L R A i TR

dar &, ligger mellan 0 och x. Om vi kan visa att resttermen— 0 da n — oo sa
far vi

2 ( 1)71 1 e 1 (_1)71 —&n
-z _— ] —_ —_— e e n
€ _nlgrolo(l Y + (n—1)! + ol z )
" _'fn
= lim ( )+ lim ———=x
n— oo n— oo n!
=0
r  x? (=1)"z™
ety ot

Det aterstar alltsa att undersoka gransvirdet

—1)e¢n

lim %x”

dar &, alltid ligger mellan 0 och = (men varierar med n).
Vi har att

Vam%ﬂ%&w"

n! n!

Uttrycket i hogerledet gar mot noll da n — oo och da foljer av instdngningsprin-
cipen att resttermen R, (x) gar mot 0 da n — co. Maclaurinserien &r alltsa
x  x? (=1)"z"™

e :1_ﬁ+§_...+T+....

9.8.10 Anvind Taylors formel for att bestimma Maclaurinserien till funktionen f(z) =
cos .

Enligt Taylors formel &r

372 374 1.271

cosx:1—§+z—~-~+(—1)

f‘(2n+1) (€2n+1) $2n+1
@) @+ 1)

dar &ap,41 ligger mellan 0 och x. Vi ska visa att resttermen — 0 da n — oo.
Eftersom f” = —f far vi att

fe Y (z) = +f(2) = £sinz.
Alltsa ar feltermen

+sin £2n+1 x2n+1

Roni1 (@) = 2n+1)!



Vi har att

:I:sin §2n+1 oan+1 1

2n+1
2n+1)! ‘ S @yt

[ Ropp1(2)] =

Eftersom hogerledet — 0 da n — oo ger instingningsprincipen att Rop41(z) — 0
da n — oco. Maclaurinserien &ar alltsa

2 4 2n 0 2k
T T T x
cosr=1——+——---+(-1)" 4= —1)k .
2! 4! ( ) (Qn)! kz—o< ) (Qk)!
Lat 2o =0 < x1 < 22 < x3 < --- vara de positiva rétterna till ekvationen
tanz = x.
Visa att xn:w—k()(%) da n — oo.

Den som loser ovanstaende uppgift till lektionen den 16 november 1999 far en
present, men detta géller bara en person. Om flera l6sningar inkommer sa far den
som gjort den bésta losningen priset.
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