Lektion 9, Envariabelanalys den 4 november 1999

4.7.4 Finn linjariseringen av y = v/3 + x? i punkten z = 1.

Linjariseringen har ekvationen

Eftersom
Y
y(l) = \/Z =2, T
d
y'(1) = —v3+a2 )
dx w1 -
V3+a2le=1 2 .
> T
blir ekvationen 1
L(z)=3(z—1)+2
4.7.6 Finn linjiriseringen av y = 1/4/z 1 punkten z = 4.
Linjariseringen har ekvationen
L(z) =y(4) +y' (4)(z — 4).
Eftersom
Y
y(4) =1/Vi=1/2,
d 1 -3 1
"(4) = — — -2 -
VYW= El T e T e
> T

blir ekvationen

4.7.16 Anvind en lamplig linjirisering for att bestimma en approximation av
virdet /47.

Bestdm felets tecken och skatta dess storlek. Anvind denna information for att
bestidmma ett intervall som helt sikert innehéller virdet /47.

Det verkar naturligt att anvinda funktionen f(z) = +/z. Vi ska alltsa

bestdimma f(47). I den nérbeligna punkten = = 49 vet vi fis exakta

varde, f(49) = 7. Vi viljer ddrfor att linjérisera f kring punkten z = 49.
Linj&riseringen blir

L(z) = f(49) + £/ (49)(z — 49) = 7+ L (z — 49).
Ett approximativt virde pa /47 &r alltsa

LAT) =T+ & - (-2) = £ ~6,85714.

Felet i approximationen ges av uttrycket

@(m—ZLQ)Z,

dir z < £ < 49. For x = 47 har vi alltsa att felet &r
2
4EVE

Vi ser att f”/ < 01 intervallet (47,49) sa feltermen &r alltsa negativt.
Vidare ser vi ocksa att f” #r en vixande funktion varfor vi har att

2f"(¢) =

—1 —1
1! < 1! 49 — — ,
7€) < f"(49) 110 Jio 1372
1 1 1
"E) > (A7) = > -
P& > 140 = 7% > T s 1176
Alltsa &r
1 1
o 2 1! -
ses < 20 < 555



Felet ligger alltsa inom intervallet (%, %) och dédrmed ligger det sanna vérdet
av /47 inom intervallet

VAT € (L(T4) + 555, LUAT) + 555) = (£ — 55, 2 — L) ~ (6,85544; 6,85568).
Jamfor detta med det sanna virdet

VAT = 6,85565 - - -

4.7.22 Anvind en lamplig linjérisering for att bestdmma ett approximativt virde
av sin 33°.

Bestdm felets tecken och skatta dess storlek. Anvidnd denna information foér att
bestdmma ett intervall som helt siikert innehaller virdet sin 33°.

Satt
f(z) =sinz.

Vi ska bestdmma f(33°). Den nédrmsta punkt vi vet det exakta virdet pa f
dr x = 30°. Vi linjdriserar kring denna punkt

L(z) = f(§) + ' (§)x = §) = F(z = §) + 5.

Ett approximativt virde pa sin 33° = sin(%ﬂ) ar alltsa

L( 33 7T) \/g(ﬁﬂ_lﬂ—)_k

1 o
180 2 \180 6 5 & 0,54534.

Den linjéra approximationen uppfyller sambandet
33 _ " 1,\2
F(567) = L(567) + 5./ (357 — §7)
dar 1 sT<E< 1807r For att skatta feltermen behover vi alltsa bestdmma

" (x) = —sinz.

Vi ser att f” < 0 i intervallet ( T %w) varfor felet #r negativt.
33

Eftersom sinusfunktionen &r vixande i intervallet ( m, ﬁ”) ar f” avtagande
i samma intervall och vi har att

f (§)>‘f’/(180 ) —Sln(1‘3830 )>—Sin%:_%7
7'(&) < J" () = —sing = —3.

Alltsa &r

2\1f(1gsso7r__ )

/7€) (5567 — %77)2 <—3(5%m - %W)Qv
eller med siffror och avrundat
~9,6920- 107 < Lf(€) (57 — 4m)” < —6:8530 - 107
Dérmed ligger det sanna vérdet av sin 33° inom intervallet
sin33° € (L({5m) —9,6929 - 10~ L({m) —6,8539 - 10~ %)
~~ (0,5443757; 0,5446596).

Jamfor detta med det sanna vérdet sin 33° = 0,5446390 - - -

4.8.2 Bestdm Taylorpolynomet till cosz av grad 3 kring punkten z = 7 /4.

Taylors formel siager att
Py(a) = f(a) + f'(a)(x — a) + 5 f"(a)(z — a)* + 5 [ (a) (2 — a)?,
dér a = m/4. Vi behover alltsa berikna

f(m/4) =cos T = %,

d 1
f(m/4) = 7 €052 /1 —sin § ~
d 1
4 ——smx =—cos i =——,
( / ) z=7/4 4 \/5
1
" (/4 ——COS:E =sinT = —.
[ (m/4) = i i= 7



Vi far att
Ps(z) = L(1 —(z—1im) L@ —-In)? 4+ Yo — l71')3)
3 V2 1 2 4 6 1
3 v =Pyx)
T .Y =CoST

1

4.8.6 Bestdm Taylorpolynomet av grad n till 53—

kring punkten x = 1.

For att bestdmma Taylorpolynomet av grad n kring x = 1 beh6ver vi bestimma
derivatorna

f), (),
Med ett induktivt resonemang far vi att (se anteckningarna till gruppstudium 7)

(—1)* &!

F7D(1) och fM(1).

FO () =

I punkten x =1 fas speciellt

_1)
F® ) = ( 321k!-

Taylorpolynomet blir

" (n)
Pote) = 1)+ PO - 1)+ T @ n g Wy
1 I 0"
———ﬁ(x—1)+3—3(z—1)2— +3n+1 (x—1)

4.8.8 Anvind Taylorpolynomet av grad 2 till f(z) = /z kring punkten z = 64 for att
approximera /61. Skatta felet och skriv upp det minsta intervall som sékert innehaller
det sanna vérdet.

Taylors formel av grad 2 kring z = a lyder

1/ "
1) = f(@) + ) —a) + T2 @ a2+ T gy
déar £ ligger mellan a och x. T vart fall ar
f(z)=+x och a=64.
sa vi behover forst bestdimma
f(64) = V64 = 8,
d 1 1
"64) = — _ = _ =
7169 dzx v o6t 2V gy 167
d 1 1 1
" 4 = — e —— e —
17(64) dr 2¢/x |,_g, 42T |, g4 2048’
d 1 3 3
M= |, " &E | R
=& =&
Alltsa &r
1
VI =8+ (- 64) — gy (z — 64)> + 165—5/2(:,: — 64)°.

Om vi sétter = 61 och ignorerar resttermen sa far vi approximationen
V61 ~ 8+ (61 — 64) — 5b:(61 — 64)* ~ 7,81030.

Istéllet for att géra en noggrann undersékning av resttermens tecken och dess
storlek gor vi en ganska grov skattning. Vi vet att 61 < £ < 64 och dérfor ar

1 1 1
=|——7(-3)% < 3% <
16 - £5/2 (=3) 16 - 615/2 16 - 612 - /49

|R3(61)] -3% $6,48-107°.

Vi kan déarfor sidga att

V61 € (7,81030 — 6,48 - 1077; 7,81030 + 6,48 - 10°) ~ (7,81023; 7,81037).



Detta kan jamforas med det sanna vérdet I feltermen vet vi att 0,97 < £ < 1, varfor vi kan skatta feltermen till

V61 = 7,81024967 . .. 13621

1 3-12—-1
|R3(0,97)| = GESIE

0,03 < - —————.0,03° £ 2,47-107°.
’ 3(0,9724+1)3 7 ~T
Anm. Om termerna har alternerande tecken i Taylorserien kan man visa att felet alltid

Vi kan déarfor sdga att
dr mindre &n beloppet av den foérst forsummade termen (se sats 9.4.15, sid 549).

arctan 0,97 € (0,770173 — 2,47 - 107%; 0,770173 + 2,47 - 107)
~ (0,770170; 0,770176).

Detta kan jamforas med det sanna vérdet

arctan 0,97 = 0,770170914 - - -

4.8.10 Anvind Taylorpolynomet av grad 2 till f(z) = arctan x kring punkten x = 1 f6r
att approximera arctan 0,97. Skatta felet och skriv upp det minsta intervall som sékert
innehaller det sanna vérdet.

Taylors formel av grad 2 kring = = a lyder

f"(a) f"(E)
f(z) = f(a) + f(a)(z —a) + = (2 = a)® + (@ a)’,
dér € ligger mellan a och x. I vart fall med f(z) = arctanz och a = 1 &r 4.8.20 Bestéim Taylorpolynomet Ps(z) till e kring punkten = 0.
fQ) =m7/4,
d 1
f'(1) = — arctanz =— =1/2, _ ) )
dx R O Al Taylorutvecklingen for e* kring x = 0 lyder
d 1 —2z
"1y = =2 _ — 2’ = 1 1 1
Q) del+a2%|,_, (14222, / e :1+x+5x2+§x3+ﬂx4+0(x5).
d —2x 2(322 - 1) 2(3¢2 - 1)
7€) = %m _1 = m i = W Om vi ersétter  med —z2 i formeln ovan far vi att
Alltsa dr e =1—-2+ izt - 120 + L% 4+ O(2™).
1 1 2, 1381 3 Entydighetssatsen for Taylorpol tt
arctanz = § + 5(x — 1) — 3(z —1)* + gm(:v —1)°. ntydighetssatsen tor laylorpolynom ger a
_ 2,1.4_ 1,6, 1.8
Om vi séitter x = 0,97 och ignorerar resttermen sa far vi approximationen Py(z) =1 —a" 4 52" — ga° + 572°.

arctan0,97 ~ T + 1(0,97 — 1) — 1(0,97 — 1)* ~ 0,77017.



4.8.22 Bestdm Taylorpolynomet Ps(z) till sinx kring punkten z = .

Vi skriver om funktionen med hjilp av trigonometriska formler
sing = sin((x — ) + ) = sin(z — 7) - cos 7 + cos(z — ) - sinT = —sin(z — 7).

Sétter vi s = & — 7 ska vi alltsa Taylorutveckla —sin s kring s = 0,

3 5
sinx = —sins = —(s— §+ % +O(s7)>
=—(z—m)+ %(xfw)?’ - ﬁ(l’*ﬂ')‘% +0(z —7)7.

Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Ps(x)=—(x—m) + %(I*T()S — %O(:E 77‘()5.

4.8.29 Vilken #r den bista 2:a gradsapproximationen till f(z) = (z —1)? kring = 0?
Hur stort dr felet i denna approximation?

Besvara samma fragor for g(x) = 2°+22°+3z+4. Kan konstanten + = 4, i resttermen
fér andragradsapproximationen forbéttras (géras mindre)?

Eftersom f kan skrivas som
flx)y=1-2z+2>=1-22+2%+0(2®)
ger entydighetssatsen {6r Taylorpolynom att Taylorpolynomet Py (z) till f ér
Py(z) =1 — 22 + 22

Eftersom Py (z) = f(x) dr felet 0.

Funktionen g kan skrivas som
g(x) =4+ 3z + 22° + O(2?).
Taylorutvecklingens unikhet ger att Taylorpolynomet Ps(z) till ¢ ér
Py(x) = 44 3z + 22°.

Resttermen i Taylorutvecklingen &r

Eftersom ¢"”’(x) = 6 blir restermen
R3(x) = 2.
Vi ska jamfora detta med det exakta felet
g(x) — R3(x) = 2.

Resttermen R3(x) ér alltsa lika med det exakta felet, och da finns inte rum for
nagon forbéttring av feluppskattningen.

Bestdm Taylorpolynomet Ps(z) till e® cos z kring punkten punkten z = 0.

Antag att vi vet Taylorutvecklingen av e” och cosz i x =0,
e’ =1+az+ 2>+ 22° + O(2?),
cosz =1 — 2% + O(z*).
Da ér
e’ cosx = (1 +x+32° + L2t + O(a:4)> (1 — 127+ O(:c4))

= {270(™) = 0(z™™); OEMO(™) = 0™}

=1+2x— %z‘g + O(x*).
Entydighetssatsen for Taylorpolynom ger att

Py(z) =14z — $a°.
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