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7 Extremvirden med bivillkor, obegrinsade om-
raden

Storsta och minsta virden handlar om en funktions viirdeméngd. Vardeméng-
den ligger givetvis mellan det stérsta och minsta virdet, s en fraga om en
funktions virdeméngd &r ofta en fraga om storsta och minsta virden.

Exempel 1 Vad dr virdemdangden for funktionen

22 — 2
== 9

Losning: Fragan dr vad som ér storsta och minsta virde for f.
Vilka #r de stationéira punkterna?

0 — ﬁzzﬁ_:ﬁ—yQ _ 20(1 4t +yt) — 422 —y?)
T 0 l4at 4yt (1+ 24+ y4)2
yt— ot 4+ 2222 + 1
(14 z* + y*)?
8 2% —y2 2t — oyt 22y 1

0 = f =_— =92
Iy 1ttty y 1+ 2% +y1)2

= 2z

, och pa liknande sitt

Sa vi alla stationdra punkter uppfyller

|
o

z(y* — 2t + 22%y% + 1)
ylat =yt + 2022 +1) = 0.

Vi far fyra mojligheter:

— 4 _ 4 2,2 _
A - J}—OB: y*r—x*+ 22y +1=0
y=0 y=0
C z=0 ) yt =zt + 2222 +1=0
oyt 42222 +1=0 T 2t —yt+22%2+1=0
I fall A har vi (0,0) med vérdet f(0,0)z%zO.Ifalleér vi genom att
sdtta in y = 0 ekvationen
—zt+1=0,

alltsd © = 1 och = —1. Hér har vi virdena f(£1,0) = 1i¥20 =1
1

I fall C far vi pa analogt sitt punkterna (0,+1), som ger virdena —3.
I fall D kan vi summera de tva ekvationerna for att fa férenklingar. Det ger

22%9* +1=0

som saknar losningar ty VL &r alltid >0.



Funktionen #r kontinuerlig, sa den antar alla virden mellan minimat —% och
maximat %
Med poléra koordinater kan vi se att

2 .2 2 .+ 2

r?cos? v — r?sin‘ v
| ——| < {byt 1 mot 0}
1+ 7r4costv+rt¢sin®v

r2cos?v —r2sinv 1 cos?v + sin? v

| f(r cosv,rsinv)|

0+ ricostv+risin®v’ ~ r2costv +sintv
1 1+1 < 8
r2 costv +sintv T 2

Den sista olikheten #ér sann om vi lyckas visa att

1
————— < 4, dvs
costv + sin® v

1
1

Enklast dr vil att ta bort den minsta termen, dvs

cos* v + sin*w >

cos* v + sin? v > max(cos® v, sin? v)

som #r minimalt néir de #r lika: cos* v = sin* v. Det ger cosv = % = sinw, sa

. . 1
cos* v + sin® v > max(cos? v, sin? v) = T

) 8

|f(rcosv,rsinv)| < =

oberoende av vinkeln v. S& utanfor en cirkel med radie r har funktionen ingen-

stans virden storre én T%. Sa om % < %, dvs utanfor cirkeln r = 2, sa har vi

sikert |f(z,y)| < 4 (kanske &nnu nérmare noll). Dérmed dr —1 respektive 1
funktionens storsta och minsta virden.

Svar: Vy = [—1, 3]
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7.1 Extremvirden med bivillkor
7.1.1 Tva dimensioner
Betrakta foljande maximeringsgproblem:
max(f(,1))
g9(z,y) =0

dir f och ¢ &r kontinuerligt deriverbara funktioner. Hér #r g(x,y) = 0 ett
bivillkor som punkterna (z,y) méaste uppfylla. Som beskrivits i exempel i slutet
pa Nr 6 finns hér huvudsakligen tre metoder:

1. Lo6s ut bivillkoret och sétt in det i funktionen. Ej alltid mojligt. En
variabel elimineras. Exempel: fran f(z,y) till f(z,v/1 — 22) — endast en
variabel z.

2. Parametrisera bivillkoret. Ej alltid mojligt. En variabel elimineras.
Exempel.: fran f(x,y) till f(cosv,sinv) — endast en variabel v.

3. Lagranges multiplikatormetod. Mest generell. Har far vi problemet

fo(zy) = Ago(z,y)
folzy) = Agy(z,y)
g(z,y) = 0

att losa. Extremviirdena finns i denna losningsméngd. Ofta kan man
genast eliminera .



Vi far alltsa en extra variabel A, vi har tre ekvationer och tre variabler. De
tva forsta ekvationerna séger att funktionens gradient maste ha samma
riktning som en normal till bivillkorsfunktionen, annars kan vi inte ha
nagot extremvirde.

Exempel 2 (825) Sok storsta och minsta virdet av x® +y* da zy? +22y* = 2.
Losning: Hir kan vi 16sa ut en variabel, ty
:E4y2 + $2y4 =2
ar en andragradsekvation i (t.ex.) 2. Det ger
(@*)* + (@*)y* =297 =0

med losningarna

2 4
2_ Y Y 2
T *7:‘: TJr?,dvs
y? yt 2
=4, -+ S
x B 4+y

Sa om y — 0 s& gar © — o0o. Det betyder att funktionen z? + y? inte kan
vara uppat begrinsad. Den dr nedat begrinsad av 0, men kanske detta inte &r
begriansningen under bivillkoret. Vi rdknar med Lagranges metod.

Med f(z,y) = 2® + y? och g(x,y) = x*y?® + 2%y* far vi gradienterna

Vf = (2z,2y) och
Vg = (423y® + 2xy*, 22ty + 42?y3).

Sa Lagranges villkor dr

2 = \4x3y? + 2zyt)
2y = M2z'y + 42%®)
iy +2?y* = 2 (bivillkoret sjilvt dr ett viktigt villkor).

Forenklingar ger

r(A4x?y* +29*) —-2) = 0
y(\da’y® +22%) —2) =
s eyt = 2

En l6sning till de tva forsta ekvationerna dr x = y = 0, vilken dock inte satis-
fierar bivillkoret.



x = 0 insatt i (\(422y? + 22%) — 2) ger inte noll, s& #ven denna kombination
ger inte nagon mojlighet. Kvar ér

MNP (da? +2¢%) = 2
A2 (4y? +22%) = 2
ol oyt = 2

Division av de tva forsta ekvationerna eliminerar A :
y?(4a® + 2¢°%) = 22 (4y* + 22%).
Division med x2y? ger y .
4+ 2(5)2 =4+ 2(5)2,

alltsa med r = £

1
2 _
re = 7‘_2
Saledes dr r = £1. Insédttning av y = +x ger ekvationerna
6Azt = 2
22 = 2.

Saledes dr x = £1 och y = £1. Detta ger f(£1,£1)=14+1=2.
Svar: Minsta virde dr 2. Funktionen har inget storsta virde.

Man kan i figuren se att nivikurvan svarande mot f = 2 tangerar bivillko-
rskurvan, i enlighet med Lagranges villkor.

Bivillkor (tjock) och nivikurvor f =1,2,3 (tunna).



Exempel 3 (831) Har ekvationssystemet

43+t +3y =

x2+y2 =

N =N

ndgon losning?

Lésning: Underssk om funktionen f(x,y) = 22 + 3z + y> + 3y tar virdet %
pé cirkeln 2? + y? = 5. Hir kan vi parametrisera med (% cos v, \/L§ sinv), men
enklare kalkyler ger nog Lagranges metod:

322+3 = A2z
32 4+3 = A\

1
2 2 _
Tty = 5"

Divison av de tva forsta ekvationerna ger
2y(3z2 + 3) = 2z(3y* + 3),

och differensen ger
3z —y)(z+y—2)\) =0.

Om vi har y = z fran det andra bivillkoret far vi z? = %, sa T = :l:% =q.
Hér har vi virdena f(3,1) = %—1— 3+4+2=172o0ch(-4,—3) = —I. Eftersom
7 inte ligger i intervallet [—%, 7] kan vi inte (8nnu) svara ja pa fragan.

Antag nu att x+y = 2. Vi far genom att addera de tva forsta ekvationerna
och siitta in den tredje:

3

2
dvs 9
= =4)
2 )
alltsa A = 2%/5 Insatt i 322 4+ 3 = A2z ger detta
3
322 — —z+3 0,
V2
1
2
- ——=z+1 = 0,
V2
1 1
r = + 1

22 Vs
som inte har reella losningar. Saledes tar funktionen sina viirden i intervallet
[—%, %]7 och eftersom % inte tillhor detta intervall har ekvationssystemet inte
nagon losning.
Svar: Nej.



-2.5 -1.25

T T
y 1.25 2.5

-1.257T

Nivakurva f = Z (smal), bivillkor (tjock).

7.1.2 Tre dimensioner, ett bivillkor

I tre variabler och ett bivillkor far vi problemet

max(f(z,y, 2))
g(z,y,2z) = 0.

Lagranges metod ger da de fyra ekvationerna

fr = Mg,
fy = gy
fl = X
g(z,y,2) = 0

for fyra variabler x,y, z, A. Losningarna dr mdojliga storsta och minsta virden.
Mera resonemang kring funktionen kravs for att avgora vilken typ det &r.

Exempel 4 (828b) En triangel har vinklarna x,y och z. Vilka virden kan antas
av f(x,y,2) = sinzsinysin 2?7

Losning: Vinkelsumman = 4+ y + z = 7 ér bivillkoret. Vi vet ocksé att
0<z,y,2<m.



Observera att for dessa viirden pa x,y, z sd dr f(z,y,z) = sinzsinysinz > 0,
och funktionen &r lika med noll om nagon av variablerna &r noll. Sa detta &r
minsta virdet. Vi séker nu storsta virdet.

Lagrange ger hir

;L . L
fi, = coszsinysinz = A
fy, = sinzcosysinz =\

/ . .
f., = sinxsinycosz = A

r+y+z = .

Division av de tva forsta villkoren ger

coszsiny 1
= )

sin x cos y

dvs
tanx = tany.

Eftersom 0 < z,y, z < 7 betyder det att x = y, ty tanz dr inverterbar i detta
intervall.

P& samma siitt far vi att © = 2z, s att x = y = z. Det ger med bivillkoret
r+yt+z=matt x =y=2z2= %, och

G55 mmfan g = 0y -
Svar: Minsta virde: 0. Storsta virde: 3%‘/5.
7.1.3 Tre dimensioner, tva bivillkor
I tre variabler och tva bivillkor har vi problemet
max(f(z,y,z))
g1 (.’E, Y, Z) =0
g2(z,y,2) = 0.
Lagranges metod ger da fem ekvationer
Vf = AVg + uVygs (tre ekvationer)
g1 (.T, Y, Z) =0
g2(z,y,2) = 0.

for fem variabler z,y, z, A, p.

I allménhet betyder de tva bivillkoren skirningen mellan tva ytor i rummet,
dvs en skérningskurva. Det forsta vektorvillkoret (som &r tre ekvationer) siger
att gradienten till f maste befinna sig i det plan som spénns av normalerna



till de tva bivillkoren. Villkoren siger att f ér en linjirkombination av de tva
normalerna, med konstanterna A och u. I annat fall har gradienten en komponent
lings kurvan, och man kan f& stérre virden genom att rora sig nagot i denna
riktning, och ligre genom att rora sig nagot i motsatt riktning. D& har vi inte
nagot extremvéirde.

Extremvirdena finns i denna losningsméngd.

Exempel 5 (837) Bestam det storsta och minsta virdet av x +y+ z pd skarn-
ingskurvan mellan sfiren x2 + y? + 22 = 3 och cylindern xy = %

Lésning: Sitt f(z,y,2) = z+y+z, g1(z,y,2) = 2*+y*+2° =3, g1 (2,9, 2) =
Ty — % De fem villkoren

Vi = AVgi + uVyg, (tre ekvationer)
qa(z,y,z) = 0
g2(z,y,2) = 0.
blir har
1 = XNz+uy
1 = Ny+pux
1 = A2z
?+yP+27 = 3
1
Ty = 3

Multiplikation av den forsta ekvationen med = och den andra med y, och
subtraktion, eliminerar p . Det ger

r—y = 2/\(1’2 _y2)7
0 = 2X\2? —y?) — (z —y) (bryt ut = —y)
= @@ty - D).
S& antingen har vi z = y eller 2A\(x +y) — 1 = 0.
Fall A: z = y.
Vid insdttning ger detta ger
202 4+ 22 = 3
1
2 — —
@t = 3,

séxzj:% =y Detger 22 =3-1=22==4V2 98 f=ua+y+2z2
antar virdena % + % + 2 = 2¢/2 och —2/2. Detta &r preliminéra storsta

och minsta virden. Undersokning av villkoret 2A(z + y) — 1 = 0 kan ge storre
och/eller mindre véirden.

Fall B: 2A\(z +y) — 1 =0.



Villkoret 1 = A2z ger hir  +y = z, som med inséittning i 22 + 3% + 22 =3
ger

20% + 2% + 22y = 3
1
xy = =.
Y 2
Inséittning av xy = % i det forsta villkoret ger da
21y = 1
1
xy = =
) 9

alltsa4 samma punkter som vi fick tidigare.
Svar: Minsta viirde: —2+v/2. Storsta virde: 2v/2.

7.2 Obegriansade omraden

Vi borjar med en 6verblick av metoderna for extremviirden utan bivillkor. Vi
har tre olika fragestéllningar, och metoder fér dem:

1. Bestéim alla lokala extremvirden for funktionen f(z,y). Losning:

(a) Bestédm alla stationdra punkter, dvs 16s ekvationssystemet f, = 0
och f, =0 (ev. dven f, =0).

(b) Beriikna hessianen (matrisen av andraderivator), dvs alla andraderiva-
tor. For varje punkt i tur och ordning, avgér om hessianen dr positivt
definit (ger minimum), negativt definit (ger maximum) eller indefinit
(ger sadelpunkt, som ej ér ett extremviirde). Om hessianen dr semi-
definit far vi inget besked fran andraderivatorna.

2. Bestidm storsta och minsta virde for funktionen f(x,y) pd ett begréinsat
omrade. Losning:

(a) Undersok i tur och ordning

i. Det inre i omradet. Varje stationir punkt i det inre &r en kan-
didat till storsta och minsta virde. Bestim virdet i varje saddan
punkt.

ii. Randkurvor. Funktionens viirden pé en randkurva ér en funktion
av en variabel, som vi kan kalla g(x). Varje punkt dér ¢’'(z) =0
ar en kandidat. Bestdm virdet varje sddan punkt.

iii. Horn, dvs skiirningar mellan randkurvor. Bestdm viirdet i alla
horn genom insdttning.

(b) Det viirde som &r storst av kandidaterna fran del i, ii och iii dr det
storsta virdet. Analogt for minsta virdet.

10



3. Bestédm storsta och minsta vérde for funktionen f(z,y) pa ett obegriinsat
omrade. Losning:

(a) Bestam alla kandidater enligt 2.

(b) Uppskatta beteendet for f(z,y) i den obegrinsade delen, exempelvis
genon att studera eller uppskatta f(r cosv,rsinv) som funktion av r
nér r — 0o, och/eller genom att titta pa virdena for f(z, kx) — lings
en rit linje y = kx. Jamfor studien med viirdena fran del a.

Observera att vi inte behover beriikna hessianen niir det bara fragas efter
storsta och minsta virde.

Exempel 6 (8/5b) Bestim stirsta och minsta virde for f(x,y) = (z+y)e~ @+2)
dix>1 ochy>1.

Losning: Omréadet ér hir obegrinsat, det dr bestdmt av x > 1 och y > 1,
det streckade omradet i nedanstaende figur.

. AN

X

Vi far undersotka det inre, pa kurvorna y = 1 och = 1, i hornet (1,1) och vad
som hénder i det obegrinsade omradet.

Undersok forst det inre.
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Stationéira punkter:

0 = —x(:r + y)e~ (@2 = {derivering av produkt}
= e W) _ (g4 y)e @)
= (1—(z+y))e @) och
0 = —(z+y)e @ = =@+ _ (3 4 y)2e~ (@)

= (1-2x+y))e @),

Eftersom e~ (*+2¥) > 0 for alla & och y kan vi diviera med denna faktor: Vi far
det linjdra ekvationssystemet

z+y = 1
2v4+2y = 1

som uppenbarligen inte har nagon l6sning.

Vi studerar hirnist randkurvorna. Pa x = 1 far vi
Fy) = (1 +y)e” 1) = g(y),
s& derivatan av g #r
g'(y) = e T —2(1 4 y)e ) = .

som ger evationen

1-2—-2y=0,
alltsa y = f%. Detta #r utanfor omradet, ty vi har kravet y > 1 i forutsiit-
tningarna, sa vi far ingen kandidat hér.

P& den andra randkurvan y = 1 far vi
fla,1) = (@ + e = h(z),

s&
W(z)=e @2 — (x4 1)e” @+ =,

som ger z = 0 som ocksé dr utanfor omradet (ty = > 1).
Horn: f(1,1) = (1 + 1)e”0+2) = 2¢73 ~ 0.0995.

Vi har ett obegrinsat omrade. Observera att f(z,y) = (z +y)e”@T2%) >0
for alla x och y eftersom x > 1 och y > 1. Funktionen &r nedat begrinsad.
Pa en rit linje y = kx far vi
flz,kz) = (x4 kx)e” (F+2k)
(k+1)ze~ kb _ ¢
d& z — oo eftersom exponenten dr negativ. Eftersom f(z,y) > 0 for alla (x,y)

och f(z,y) kommer godtyckligt néra noll, finns det inget minsta viirde.
Svar: Storsta virde: 2e 3. Minsta virde: saknas.
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Exempel 7 (8/4) Bestim stérsta och minsta virde for

2
Yyt
f(xay)_1+$2+y2

Losning: Stationdra punkter:

, 142t + 2 — (P4 a2z 1—a?+y? — 2zy?

O = =
I 1+ 22+ y? T+a24+y2 7
0 = = A+2"+y°)2y— @2 +a)2y (142" —2)2%
Y 1+$2+y2 1+a¢2+y2 :
S& vi har ekvationerna
1—2?+y2—22y> = 0
(1+2*—2)2y = 0.

Fran den andra ekvationen far vi de tva mojligheterna y = 0 och 1422 —x = 0.
Med y = 0 i den forsta far vi 1 — 22 = 0, s # = £1. Hir har vi viirdena

f(£1,0) = fj‘lﬁlo = +1. Detta &r preliminért stérsta och minsta vérden.

Ekvationen 1+ 22 — 2 = 0 ger = = % + % — 1 som saknar reella l6sningar.

Vi har ingen rand, sé& det kvarstar att undersoka funktionen langt fran origo.
Vi borjar ldangs rédta linjer, y = kx. Det ger

k22?4 x . 5
f(x kz) = T 221 ka2 {dividera med x*}
K+ 3 k2 +0 k?

— =
L +14+k2  0+1+E2  14k2

da z — oo. Sa langt fran origo ér viirdena positiva (% >0), sa —% dr minsta
vérde. ,
Om k &r stort far vi vérden néra 1 (pliT dr d& ndra 1). P4 = =0 har vi
2
y=+0
0 =
FO.y) =5 0T

som #r vixande mot 1 d& y — oo. Eftersom detta viirde dr storre dn det lokala
maximat (1,0), dér vi fick %, har funktionen inget storsta virde.

Grinsvirdet % lings de rita linjerna ér positivt, sa langt fran origo &r

f(z,y) = 0. Det betyder att funktionen kan inte nagonstans bli mindre &n —%,
ty om den var mindre &n f% i en punkt skulle vi ddr ha en stationér punkt.
Men undersokningen ovan visar att de enda stationira punkterna &r (1, 0).

Svar: Storsta virde saknas. Minsta virde: —%.
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