Nr 6, 3 mars -05, Amelia 2

6 Differential, 6vningar om extremvirden, bivil-
lkor

6.1 Differential

Taylors formel for en funktion f(x,y) kan som bekant skrivas som
flathy+k) = f(:c y) +hfr(@,y) + kfy(,y) +
(th" (2, y) + 20k f7, (x,y) + k> f7, (2, 9)) + -

eller som
= 0 0
Flot by +K) = 32 S k) ().
i=0 t
Ett tredje sitt dr med differentialer d’f:
f@+hyy + k) 72 1A' f(2.y).
=0

Man brukar d& betrakta punkten (x,y) som konstant och betrakta avbild-
ningen ur h och k:s synvinkel, alltsd som avbildningar av h och k. Det forsta
differentialen &r

df « (h,k) — hfp(z,y) + kf)(2,y)
som alltsd #r en linjir avbildning av (h, k). Nista differential &r

d*f : (hk) — B2 £ (w,y) + 2Rk f], (2,y) + K2 £, (2,7)

som #r en kvadratisk funktion. Detta ér ett annat synséiitt pa Taylors formel.

Detta gar utmérkt att generalisera forst till funktioner R™ — R,

9 9

f(i[,’l + hl, ey Ty + hn> = Z -

=0
eller med differentialer,

n

f(x1,eymn) = Z %dif(-%‘l, ey @),

=0

och darefter till funktioner R™ — R™:

1 0
f(i[,’l +h1,...7£L’n +h Zﬁ hla—xl + .. +h %) f(l'l,...,fbn>.



alternativt
n

fxy,.yzn) = Z%

=0

Hir sker allting komponentvis pa

Da ar de tva forsta differentialerna

df (hl,...,hn> — hlf;($1,7l’n>++hnf;(l'1,,fbn)
At (hyyeshn) = (Bay ey By Hy(hay oo )T

Hér ar Hy hessianen och (hq, ..., hyn)T &r en transponerad radvektor, alltsa en
kolonnvektor.

Man kan visa att d* foljer motsvarande regler som derivator, som d(fg) =
f(dg)+g(df) och d(fog) = df odg. Hér &r df odg en sammanséttning av linjira
avbildningar. Men motsvarande regler for hogre differentialer, d?, d® osv, dr
mer komplicerade.

6.2 Mera 6vningar om lokala extremvirden
Exempel 1 (801f) Bestim alla lokala extremvirden till f(z,y) = 8y —4x>y —
2zy? + 229>
Losning: Stationiira punkter:
= fl =8y —8xy— 2y? + 2xy°
= f; = 8x — 4% — dxy + 2x2y.

Vi har inte linjdra ekvationer sa det finns inte nagon generell 16sningsmetod.
Vi far forsoka forenkla och faktorisera sa gott vi kan.

0 = y(d—4z—y+ay)
0 = z(4-2z—2y+ay),
sa vi far fran den forsta ekvationen tva fall: y = 0 och 3y — 4z + zy = 0.

y =0 ger i den andra
0=x(4-2x),

s& hir far vi tva stationdra punkter: (0,0), (2,0).
x =0 insatt i y(4 — 4o —y + xy) = 0 ger

0=y(4-y),



som ger en stationdr punkt till: (0,4).
Aterstar att de tva ekvationerna

0 = 4—4dz—y+ay
0 = 4-22—-2y+uay

giller. Men addition av

= 4—4x —y+ xy och
0 = —4+2x+2y—uay
ger nu 0 = —2z + y, alltsd y = 2z. I den forsta ekvationen ger detta
202 —6x4+4=0, alltsa 22 — 3z +2=0
Denna andragradsekvation har lgsningarna x = 1 och z = 2. Det ger med y = 2
punkterna (1,2) och (2,4).

S& vi har fem stationdira punkter. (0,0),(2,0),(0,4),(1,2) och (2,4). Vi
undersoker andraderivatorna i dessa punkter i tur och ordning.

Andraderivatorna &r:

fie = —8y+2y?

foy = 8—8x—dy+day
" _ 2
oy = —4x + 2z°.

I punkten (0,0) far vi

A = f'(0,00=0

B = f},(0,0)=8
c = fr(0,0)=0.

Alltsa dr hir AC — B2 = —64 < 0. Har har vi en sadelpunkt.
I punkten (2,0) far vi

A = fa/c/ac(Qa O) =0

B = fa/;/y(Q, O) -8
"

Cc = fyy(Q, 0) =0

Hir ar fortfarande AC — B? = —64 < 0, med sadelpunkt.
I punkten (0,4) far vi precis samma virden pa A, B och C som i forra fallet:

A = f7(0,4)=0

B = f"(0,4)=-8
¢ = fl/(0a4):07



sd #nnu en sadelpunkt.
I punkten (1,2) far vi

A fr(1,2)=-16+8 = -8
B fl(1,2)=8-8-8+8=0
C = fI(1,2)=-4+2=-2

S& hér dr AC — B2 = —8-(—2) — 0= 16 > 0. Vi har A = —8 < 0. S& hér har
vi ett lokalt maximum. Vi hér hir f(1,2) =8-2—-4-2—-2.44+4=4.
I punkten (2,4), slutligen, far vi

A = fr(2,4)=-32+32=0
C = f,24)=-8+8=0.

S4 hir ar AC — B%2 = —64 < 0. Vi har en sadelpunkt till.
Svar: Lokalt maximum i (1,2), med virde 4 (och 4 sadelpunkter).

Detta bekriftas med en figur:

Nivakurvor 8zy — 4z2y — 2zy? + 22y? = —1,0,1 och 2.

Aven hiir har vi sadelpunkter dér nivakurvor (svarande mot samma viirde,
egentligen samma nivakurva) skéir varandra. Det dr en ganska hog topp i (1, 2),
fran de réta linjerna genom de fyra sadelpunkterna pa hojd 0, till maximat i
centrum med hojd 4.

Symmetrin i figuren runt punkten (1,2) gor att man frestas att gora substi-
tutionen u = x — 1 och v =y — 2. Det ger x = u + 1 och y = v 4 2. Inséttning



ger

8xy — 4x?y — 229”4 2%y? 8(u+1)(v+2) —4(u+1)*(v+2) —
2w+ +2)%+ (u+ 132w +2)? = ... =u*?—0® -4’ +4.

Detta uttryck édr symmetriskt i © och v — det féréindras inte vid teckenbyten
u — —u och v — —v. Uttrycket kan ocksa faktoriseras till

W =t~ + 4= (P —1) (v —4) =(u—1)(u+1)(v—-2)(v+2),

dér det dr synligt att w = +1 och v = £+2 ger virdet konstant lika med noll
(nivakurvor f(u,v) = 0), och att (0,0) ger virdet 4.

Exempel 2 (811) Bestim de positiva heltal n for vilka f(x,y) = 2™ —nxy+y™
har lokalt extremuvdrde i (1,1).

Losning: Villkor for stationér punkt &r

= [r=na"""—ny

n—1

0 = f;:fnerny ,

sa nir (z,y) = (1,1) far vi verkligen f; = f; = 0. Andraderivatorna &r hir

flo(zy) = n(n—1)2"?
f:;ly(xay) = —n
Fpy(wy) = n(n—1)y"",

s nér (z,y) = (1,1) far vi

FLLY) = an—1)

fa/:/y(L 1) = —n
1
fy(L,1) = n(n-1).
Detta ger
AC—-B? = n*(n—1)%2-n?

Sa4 AC—B? > 0 om n > 2, d& har vi en paraboloid. Eftersom A = n(n—1) >
0 har vi en lokal minimipunkt om n > 2.

For n =1 ér AC — B% < 0 sa vi har en sadelpunkt. For n = 2 far vi inget
besked. Men da har vi funktionen f(x,y) = 2% — 22y + y?> = (v — y)? som
har ett lokalt minimum da y = x. Det kan vi avgora utan att derivera eftersom
(x —y)? >0 for alla (z,y).



Nivakurvor for n = 2,3,4,5 :

e

xt —day +y* = —0.5,0,1,2

a5 — 5ay +1° = —0.5,0,1,2 28 — 6zy + 8 = —0.5,0,1,2

Alla nivdkurvorna pekar ut (1,1) som ett troligt minimum. Men bara
kalkylen, inte grafen, ger ett exakt svar pa fragan var minimat ligger.

Exempel 3 (812) Vilka av foljande kvadratiska former av (h,k,l) dr definita,
indefinita eller semidefinita?



a) (h+k)? > 0 men h = —k, till exempel (h,k,l) = (1,—1,0) ger noll, s&
den #r positivt semidefinit.

b)

h* +k* +kl = {kvadratkomplettera k}
1
2 2
—
4

1 1
= n k+20)%— =12
+Ak+ 507 -4

1
= h2+k2+kl+zl

som dr indefinit eftersom t.ex. (h,k,1) = (1,0,0) och (0, —1,2) ger olika tecken.
c)
h* +k* +1* +2hk = {kvadratkomplettera k}
= (h—k?+1>0.
Nu &r fragan om uttrycket endast &r noll da (h, k,1) = (0,0,0). Uttrycket = 0
ger oss foljande ekvationer, eftersom alla tre kvadraterna da maste vara noll:
h—k = 0
I =0,
sa for (h,k,l) = (1,1,0) #r uttrycket noll. D& &r denna form &r positivt
semidefinit.
d)
2h% + k> + 1>+ 2hk + kIl = {kvadratkomplettera h (forslagsvis)}
= 2(h* +hk) +k* + 12+ ki

1 1
= 2(h2+hk+1k2—Zk2)+k2+l2+kl

1 1
= 2(h+§k)2—zk2+k2+lz+kl
= {kvadratkomplettera ! (forslagsvis)}
_ Live 2 Lo 1o 3.5
= 2(h+2k) +1 +kl+4k 4k +4k

1 1 1
= 2(h+ 51<)2 +(+ §k)2 + §k2 > 0.

Eftersom h—l—%k =0, l—l—%k = 0 och k£ = 0 implicerar h = k =1 =0 &r
formen positivt definit.
e)
h% 4 2k? + 1% — 2hk — 2kl {kvadratkomplettera h (forslagsvis)}
= (h* —2hk +k*) +k* +1* — 2kl

2(h —k)* + (k—1)*> > 0.

Men med h = 1 = k = [ &r detta noll utan att h = k = [ = 0, s& formen &r
positivt semidefinit.



f)

k* —2hk —kl —hl = {kvadratkomplettera k: k® — k(2h + ) + kvadrat}

k* — k(2h+1) + %(% +0)% == (2h+1)?> - hl

_!
4

(k—h—11)2—h2+l2—2h1—1z2
2 4

_ _1 2 _ 2_&2
(h—h =30 = (h=1)" = 71

som tydligen &r positiv dd k = 1, h = [ = 0 men negativdal =1 men h =1
och k = —%. Den ér indefinit.

6.3 Ovningar om globala extremviirden

Notera att vid berikning av globala extremviirden behéver inte andraderivator
undersokas. Vi jaimfor bara funktionsvirdena i alla stationéira punkter i det inre
av omradet (Fall A nedan), inklusive kandidater som finns pa randkurvor (Fall
B) och i horn: skdrningar mellan randkurvor (Fall C).

Exempel 4 (839) Bestim storsta och minsta virde for

o + 12y

f(ﬂcay)zw

i omradet x2 +y2 <1 och x > %

Definitionsomradet till f(x,y) &r ett cirkelsegment:z? + y? = 1

y

1.25
-2.5 -1. 0 1.25 2.5
X




Vi far soka efter extremvirden i tre delomraden. Notera att skiirningarna mellan
2% +y? =1 och z =  sker i (%,:l:@)

A. I det inre: 22 +y?> <1 och = > %
Hér dr stationdra punkter den enda mdojligheten eftersom funktionen &r
deiverbar.

, 0 bz + 12y (x + 5y) (y — 5x)
fx = —_— S = ... = D) - O
Ox x? + y? (22 + 12)
0 bz +12y (3z 4+ 2y) (3y — 2x)

—— =...=-2
oy z2+y? (22 + y2)*

Detta ger ekvationerna

=0.

f o=

(x+5y)(y—5z) = 0
Bz +2y) By —22) = 0.
Vi far fyra linjéra ekvationssystem,
r+5y =0
3r+2y=0"
y—9ox =0
3r4+2y=0 "
z+5y =0
{ 3y—20=0  °N

y—oz =0
3y —2x =0
som alla har enda 16sningen (0,0). Denna punkt ligger utanfor omradet, si
vi fann alltsa ingen stationédr punkt i den inre.

B. Pa rinderna: 2% +3? =1 samt z = %

Lat oss forst undersoka x? + y2 = 1. Anviind att 2 + y2 = 1 och sitt in

r=+/1—y2 Vi far

9(y) = f(V1—-y%y) =

51— 12 4+ 12y
1 b

sa
(y) = 5——Z 112 =0.
Detta ger
by = 124/1—y2,
25y% = 144 — 144y
169y = 144,
_ L2
ST



Dessa punkter ligger emellertid utanfér omradet eftersom —@ <y< @
Paz= % far vi
1 5-1412y 5424y
Hér har vi extremvéirden om derivatan &r noll:
d 5+ 24y
h'(y) — = =
dy 1+4y
-1)(4
_ By = y2+3) 0
(4y*> +1)
som ger y = % och y = —%. Detta &r tillatna virden eftersom —@ ~
—0.866 03 < —0.75.
24(—2
2?1?(7%‘;2) = —8Detta ger
11 1 54241
=, 2)=h(5)=2 2 =18
och ()
1 3 3 5+ 24(—<
f(5—7)=h(-7) = 55 = 8.
2" 4 4 1+4(-%)
B. I hornen: (%,i@)
Vi far
ik iﬁ) 5 i12- (=)
2’7270 1
_ 5 +6v3 12.892

B {%6\/5. {7.8923.

Jamfor vi samtliga kandidater far vi minimum —8 i punkten (%, —%) och
maximum 18, i punkten (%7 %) Bade ligger alltsa pa linjen x = % Det &r inte
sa ovintat med tanke pa att det dr den del som &r nirmast origo, och hir gar

funktionens virden mot oéindligheten.

10



257

1257

257

Nivakurvor: f(x,y) = —8 och f(z,y) = 18.

6.4 Extremvirden med bivillkor

Ibland vill man stka globala extremviirden for en funktion f(x,y) under ett
bivillkor, att g(z,y) = 0. Detta kan 16sas pa tre sitt, som vi illustrerar i
foljande exempel.

Exempel 5 (815) Bestim det stérsta och minsta virdet for f(x,y) = x> +2y*—
x (funktion som ska maximeras eller minimeras) pa enhetscirkeln z% + y* = 1
(bivillkor).

1. Sitt in bivillkoret i funktionen (ej alltid majligt)
Hér kan vi séitta in de tvad randfunktionerna y = 4+/1 — x2 i funktionen,
vilket ger

flx,vV/1—22) =2 +2(1—2°) -z

= 2—2a2%—n2.

g9(z)

Derivatan lika med noll ger

§'(x) = ~20—1=0,

dvs © = —1 .Detta svarar mot y = +4/1 — (3)? = iﬁg.lnsattning ger



Nu har vi dock tva hérn ddr randfunktionerna skdr varandra, ndmligen
(£1,0).Har far vi vérdena

f(il,O):1+0:F1:{ g

Saledes har vi storsta vérdet § i punkterna (— i@) och minsta virde 0 i

(—1,0).

1
2

2. Parametrisera bivillkoret
Bivillkoret kan parametriseras enligt (x, y) = (cos v, sin v).Inséttning av detta
i funktionen ger

g(v) = f(cosv,sinv) = 1 +sin®v — cosv.

Vi far extremvirden om derivatan ér noll:

d
g v) = o (14 sin®v — cosv) = sinv + sin2v = 0,
v

som med sin 2v = 2sinwv cosv ger

sinv(1l+2cosv) = 0.

Sa sinv = 0 och cosv = f% ger stationdira punkter for g(v), och vi far
v =_0eller v =7 eller v =4%. Med (2,y) = (cosv,sinv) far v da punkterna

(-5, + ) (1,0) och (—1,0) som tidigare.

3. Lagranges multiplikatormetod

En normal till kurvan g(z,y) = 22 +y? = 1 &r Vg = V(22 + y?) = (22, 2y).
Generellt vet vi att kurvan g(z,y) = C har normalen Vg i en punkt pa kurvan.
Funktionen f(z,y) = 2? + 2y?> — o har gradient Vf = V(2? 4+ 2y?> — z) =
(22 —1,4y). Denna gradient anger i vilken riktning f viixer snabbast. Om dessa
tva gradienter inte har samma riktning s& finns kan f : s viirden bli storre
om Vi roér oss lings kurvan at ena hallet, och ligre &t andra hallet. Némligen:
riktningsderivatan av f lings en tangent till kurvan #r inte noll. Da har vi inget
lokalt min eller max. Dérfor maste dessa riktningar vara samma, vilket betyder
att

Vf=AVyg

for nagon konstant ), samtidigt som vi har bivillkoret z2 + 3% = 1.
I vart fall far vi de tre villkoren (for tre obekanta x,y, \)

2z —1,4y) = A(2z,2y)
2?49 = 1
Vi har alltsa
2c—1 = A2z
dy = N2y
49y = 1

12



s& fran den andra ekvationen far vi A = 2 eller y = 0.

Fallet A = 2 ger nu med den forsta ekvationen 20 — 1 = 4z, x = —%. Fran
2?4y’ =1fasday= j:@, samma punkt som forut.

Fallet y = 0 ger med z? + y?> = 1 att & = £1. Vi far igen samma punkter
som i de tva foregaende metoderna.

I nedanstaende figur kan man se att de fyra punkter (—%, :I:@), (1,0) och
(=1,0) som vi fick undersska ovan alla har samma egenskap. I dessa punk-
ter skiir nivakurvorna till funktionen och bivillkoret varandra och har samma
normal (eller tangent, tangenten &r ju vinkelrét till bada).

27
Nivékurvor f(z,y) =0,2,§ och bivillkor z? + y* = 1.
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