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3 Ovningar med implicita funktioner

3.1 Mera om implicita funktioner: R"*™ — R"

I forra forelidsningen studerade vi det implicita sambandet
F(x,y) =0,

dir F:R"™ — R", mellan variablerna x och y. Grundfragan &r: Ar det
mojligt att 1osa ut y ur det implicita sambandet, som funktion av x? Det dr da
naturligt att kalla x for oberoende variabler och y for beroende variabler
(beroende av x).

Notera att n &r antalet ekvationer i F(x,y) = 0. Det visade sig att i punkter
(x,y) dir ‘3—5 4r kontinuerligt deriverbar och

det g—];(x,y) #0

finns en kontinuerligt deriverbar funktion f(x) =y si att F(x,f(x)) = 0. Ja-
cobianen g—g inkluderar alltsd endast de beroende variablerna. Det implicita
sambandet F(x,y) = 0 mellan x och y kan da goras till ett explicit f(x) =y
néra punkten (x,y). Notera att det &r endast ett lokalt resultat (tillrickligt ndra
en punkt dér det g—l;(x, y) #0).

Vi beskriver i det foljande nagra olika specialfall av detta generella resultat.

311 RZ—-R'' m=1,n=1

Har har vi fallet
F(z,y) =0,

s& 1 punkter (z,y) déir %z’y) # 0 finns det en funktion f s& att y = f(x). I

punkter (z,y) dar % # 0 finns det en funktion f sa att x = f(y).

OF (z,y)
dy

Exempel: om F(z,y) = 22 + y? — 1 sa #r = 2y, s& det finns nira

(\/LE’ %) en funktion y = f(x), vi vet att det &r y = v/1 — x2. Néra (%, f%)
finns det ocksé en siddan funktion, det 4r y = —v/1 — 2. Men det finns inte d&

y =0, ty da &r %‘;’y) = 2y = 0. Det &r punkterna (1,0) och (—1,0).

31.2 R*=R'' m=2,n=1

Hér har vi
F(x7 y’ Z) = 05

som i allmiinhet beskriver en yta i R3. I punkter (z,vy, ) dér % = 0 finns

det en funktion f s& att y = f(z,y), dvs d& kan ytan i en omgivning till punkten
tolkas som en funktionsgraf.



313 RP—-R2Z m=1,n=2

Hér dr sambandet F(x,y, z) = 0 de tva ekvationerna

Fl(a?,y,z) =
FQ(xay)Z) =

som i allménhet &r en kurva i R3. I punkter (x,y,2) dir det % # 0 kan

kurvan beskrivas med en parameterframstillning z = fi(x) y = fo(x) med
som parameter:

r = 1
y = fi(t)
z = f2 (t)

Det dr vad implicita funktionssatsen séiger da m = 1 och n = 2. Vi har 16st ut y
och z ur sambandet F(z,y, z) = 0 som funktion av z. Variabeln x &r oberoende
och variablerna y och z #r beroende.

Hér dr ett linjért exempel:

ax+by+cz=0
de+ey+ fz=0"

Sa )
[ ax+by+cz
Flay,2) = ( de+ey+ fz )

I ekvationssystemet

by + cz = —ax

ey + fz=—dz
kan vi 16sa ut y och z (som funktion av ) om koefficientdeterminanten svarande
mot dessa variabler ér ej noll. Denna koefficientdeterminant &r precis det %,
eftersom jacobianen till en linjir avbildning dr matrisen sjélv. "

3.2 Blandade uppgifter

Exempel 1 (Uppgift 504) Visa att determinanten for jacobianen till f(x,y) =
((2+arctanz) cos y, (2 +arctan x) siny) dr skild fran noll i hela planet (for alla
(x,y)). Ar f inverterbar i hela planet (R?)?

Losning: Jacobianen ér

£EY (2 + arctan z) sin y)

J — [ x2+41
7(2:y) (;;ﬂﬂ (2 + arctan x) cos y



vars determinant &r

24 —(2 + arctan z) si
detJf(x,y) — ‘<x2+1 ( I IlSC) 1ny)‘

;‘;fl (2 + arctan ) cos y

2 cos? y 4 2sin? y + cos? y arctan z + sin? y arctan =
x2+1

2+ arctanx
2 +1

Vi anviinde att cos?y +sin®y = 1 tva ganger. Eftersom —5 <arctanx < 3 for
alla x, och § < 3—22 = 1.6 < 2, s& dr ddrmed 2+ arctanx > 0 for alla x. Eftersom
ndmnaren z? + 1 > 0 ocksa, &r det J¢(z,y) > 0 for alla (z,y).

Det foljer inte fran att det J¢(z,y) > 0 for alla (z,y) att f &r inverterbar
som en funktion av alla (z,y), ty vi har endast ett lokalt resultat: for alla (x,y)
finns ndagon omgivning dér f dr inverterbar.

Eftersom cos y &ér periodisk med perioden 27 foljer att f(z,y) = f(z, y + 27).
Sa f &r inte en inverterbar funktion som funktion av hela R2.

Svar: Nej.

Exempel 2 (Uppgift 505¢) Bestim alla punkter som har en omgivning dir
f(z,y,2) = (x,eY cos z,e¥ sin z) har en inverterbar invers.

Losning: Jacobianen &r

1 0 0
Ji(z,y,2) =0 eYcosz —eYsinz
0 eYsinz eYcosz

med determinant

1 0 0
det J¢(z,y,2) = 0 eYcosz —e¥Ysinz
0 eYsinz eYcosz
= cos? ze?Y +sin? ze?¥ = Y.
Eftersom det J¢(x,y, z) > 0 for alla (z, y, z) har funktionen en differentierbar
invers for alla punkter i R3.
Svar: Alla punkter.

Exempel 3 (Uppgift 507b) Visa att

u = xy

v:lnz
y

ar lokalt inverterbar. Berdkna jacobian och inversens jacobian.



Losning: Notera att lng =Inz —Iny. Vi far

Jp(wy) = (y _"”‘9

-t %)
x Yy

Sa funktionen ér lokalt inverterbar 6verallt. Vi kan beriékna inversens jaco-
bian genom att invertera matrisen:

-1
(v = _ 1 -1 —x)
Jfl(x’y)_<% —§> T2 (—i y)

Tp(w,y) = (y _ﬂ) i (2,y) = % (

Y

med determinant

=-2.

Svar:

8|~

Exempel 4 (Uppgift 508) Bestim alla virden pd konstanten o sd att
f(z,y) = (ax + siny + cosy, ay + cosx)

har en differentierbar invers i en omgivning runt (0,0). Bestdm inversens jaco-
bian.

Lésning: Jacobianen ér

a cosy — sin
e = ( v,

—sinz a
Dess determinant ar

)( a cosy — siny

. =a? — cosysinz — sinysinz,
—sinz a

med virdet a? — cos0sin0 — sin0sin 0 = a? i origo, (z,y) = (0,0). Saledes har

funktionen en differentierbar invers om och endst om a # 0.
I origo har vi jacobianen

a cos(0 —sin0 a 1
J(0,0) = (—sinO a ) o (O a)'

Sa inversen har jacobianen
-1
—1 _[a 1 o i a —1
Jy (O,O)-(O a> = <0 a>'

. -1 1 a 71
Svar: a # 0 och J; (0,0)—a—2(0 a)'



Exempel 5 (Uppgift 521) Visa att

2e" —e¥ —efF = 0

zyz = 1

i en omgivning till (1,1,1) definerar tvd kontinuerligt deriverbara funktioner
x = x(2) och y = y(z). Berikna z'(1).

Losning: Se avsnitt 3.1.3 ovan. Vi har

Fi(z,y,2)\ _ (2" —e¥ —¢?
P (i) = (1)

Vi ska undersoka =2E~, som &r
a(z,y)’

8F7%63—?72e’3—ey
oz,y)  \Fr F2) \wz w22’

med determinant

2e*  —e¥

— Y
e xz)’—%(x—l—y)e .

det Jp(z,y,2) = ’(

Vi far da det J¢(1,1,1) = 4e # 0. Sa fran implicita funktionssatsen finns
kontinuerligt deriverbara funktioner z = z(z) och y = y(z).
For att bestimma «’(1) deriverar vi implicit m.a.p. variabeln z i sambanden

2072 — V() _er =
w(2)y(2)z =
Det ger
2"y’ (2) — ¥y (2) — €7
o' (2)y(2)z + 2(2)y (2)2 + 2(2)y(z) =
Inséttning av (1,1,1), alltsh av e =y =z = 1 ger
2ex’(1) —ey’(1)—e = 0
Z1)+y(1)+1 = 0.
Dividerar vi bort e och adderar ekvationerna sa far vi

32'(1) = 0.

Svar: 2/(1) =0.



Exempel 6 (Uppgift 526) Visa att det finns en omgivning till (z,y,u,v)
(0,1,2,3) ddr

r+y+u—v = 0
22—y —ul 40 = 4
som definerar tvd kontinuerligt deriverbara funktioner u = wu(x,y) och v

v(z,y). Lat £(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).
a) Bestim J¢(0,1).
b) Bestim Jg-1(2,3).
b / !/ / /
D Botan o ol
zr Pys Yo Yy )
Losning: Vi har hir
Pas) (v ) = (L AV )

Fy(z,y,u,v) 2?2 —y? —ul+02—4

Beroende variabler dr u och v s& vi ér intresserade av

oF (1 -1
8(11,,1))_ —2u 2o )’

sa

OF 1 -1
detm($,y,u,v)— '(—QU 27})‘ = 20 — 2u.

I punkten (0,1,2,3) far vi da

OF
detm(o,l,Q,S)—QS—QQ—Q;&O,

Sitter viinv =2 +y+uia? —y? —u? +0% =4 far vi

2=y =l 4 (z+y+u)? =4,

som ger
ux + 2uy + 2xy + 227 = 4,
dvs
2 —xy — a2 2
= = — X
r+y r+vy

2

Med v = z+y+u =z +y+ 222 far vi funktionerna u(z, y) och v(z,y) :

Tty
2
U(J?,y) = $+y_x
2
v(z,y) = x_’_y—l—y.



Detta ger

d(u,v) (u’ u’)
Ji(z,y) = = (Y Yy
1V = Gy T\ o
_ 2 -1 2
— ( (z+y)? (z+y)* )
= -2 +1
(z+y)? (z+y)?
Sa
_2_ _2
w0 = (gt )

|
/I—\\
N W
([
— N
N——
Il
w0
|
o~
Il
|
—_

S& f 4r lokalt inverterbar. Genom att invertera

o= (73 73)

far vi Jy_,(2,3)

~1
-3 -2 1 /-1 2 1 -2
Jra(2:3) = (-2 —1) = ( 2 —3> = (—2 3 ) '
Sa vi har
-3 -2 1 -2 . o
Svar: J;(0,1) = 9 1 och Jy ,(2,3) = 9 3 |ssom innehaller

alla lokala partiella derivator.

Exempel 7 (Uppgift 442 + riktning) Bestim riktningsderivatan av f(z,y,z) =

sinzy 4 tanyz i punkten (0, F,1) i riktningen mot (2,%,0). Finns det nagon

riktning v dar fl, =17
Losning: Vi har gradienten

Vf(x,y,z) = (f!mféafé) = (ycosxy,xcosxy + cos2 yZ’ cos2 yz

Vi far i punkten (0, %, 1)

Il
—~
|
Q
]
)]
=
Q
o
wn
an}
Jr

VI0.7.1)

2@’ 2T
0S 1 COS 1

Vi ska beréikna riktningsderivatan i riktningen (2, §,0)—(0, %,1) = (2, §, —1).
Vi normerar vektorn,




och kan berikna riktningsderivatan i denna riktning:

P 23D m o r 251
Vi, 7.1) Naae (7:33) 51 2)2
— 3 i
T4

\/ 1572+ 5
Finns det nagon riktning v dar f, =17

Gradientens belopp dr ovre griins for vilka riktningsderivator V£(0,%,1) -
v som finns i punkten, den dr maximal om v har gradientens riktning, dvs
v =V f/|Vf| (v méaste normeras). Gradientens belopp &r

950, 50| =[G3 I = (5) w0+ (5) = nam

Saledes finns det ndgon riktning v dér f/ = 11 punkten, eftersom 1 < (%)2 +9+ (%)2
. 3 ks ;
Svar: 1_167r2+5,J



