Nr 2, 22 feb -05, Amelia 2

2 Funktioner fran R"” till R™, linjara, inversa och
implicita funktioner

2.1 Funktioner fran R" till R™

Vi har i tidigare foreldsningar sett olika tolkningar av funktioner fran R”™ till
R™ for olika virden pa n och m, dir de viktigaste #r kurvor (n = 1), ytor
(n = 2) och koordinattransformationer (n = m) Vi behover vissa krav pé in-
gaende funktioner for att den geometriska formen ska vara vildefinierad, vilket i
allménhet &r att funktionerna som forekommer ér kontinuerligt deriverbara, och
att derivatan i ndgon mening inte far vara noll (som jacobianens determinant —
determinanten av den matris som innehéaller alla mojliga partiella forstaderiva-
tor). Att derivatan ska vara skild fran noll &r ett villkor som vi ska se #r viktigt
dven gillande inversa och implicita funktioner.

Exempel 1 (Uppgift 301b + r'(t)) Bestdm lim;_,or(t) och r'(t) om

sin 2t

r(t) = (

Losning: Vi berdknar de tva grinsviirdena, for z-komponenten och y-kom-
ponenten var for sig. Bada méste existera for att lim; o r(¢) ska existera.

,tcost).

sin 2t sin 2t sin t
}jn(l) blr; = }111(1] 220 9. 1=2 (standardgrénsvirde: }111(1] L 1),

tcost — 0-1=0.

Dessutom ér

dsin2t d
/ _ ooy
r'(t) = (dt . ,dttcost)

1
= (t_2 (—sin 2t + 2t cos 2t) ,cost — tsint)).
Svar: Sa lim;_,or(t) = (2,0) och r'(t) = (& (—sin2t + 2t cos 2t) ,cost —tsint)).
Exempel 2 (Uppgift 304 + acceleration) Bestam hastighet, fart och accelera-
tion for
r(t) = (sint,cost,cos2t),0 <t <

ol 3

i punkten t = 7. I vilken punkt dr farten stérst?

Losning: Vi far hastigeheten genom att derivera m.a.p. ¢

d
r'(t) = pn (sint,cost, cos 2t)

= (cost,—sint, —2sin 2t)



och accelerationen genom att derivera en géng till:

d d
! = —r = — 3 —q] _ 9@
r(t) = dtr (t) o (cost, —sint, —2sin 2t)

= (—sint, —cost,—4 cos2t).
Farten dr beloppet av hastigheten:

Ir'(t)] = |(cost,—sint, —2sin2t)]

= Vecos2t +sin®¢t + 4sin? 2t = {trig. ettan}
= V1+4sin®2t.

Vid tiden % har vi alltsa

1 1
Hastighet : r/(%)= 2
& (4) (\/5 V2 )
1 1
Acceleration : r"(Z) = - ——,0
0=t

Fart

r/(g)) = \/1+4Sin22-g: \/l+4sin222\/5.

Var #r farten maximal? Man kan derivera farten \/1+ 4sin®2t m.a.p. ¢
och sitta denna derivata lika med noll. Men enklare ér att observera att max-
imum for \/1 + 4sin? 2¢ intréffar nér sin® 2t = 1. Det ger t = T, ty vi har
parameterintervallet 0 < ¢t < % Detta t-virde ger punkten

™ .o 0 0
r(Z) = (51nz,005 2,00521)
1 1
= _a_ao .
(\/5 7 )
Svar:
m T 1 1
Hastighet i —: r'(=)=(—,——, -2
ghet i T P = (F5-75-2
™ us 1 1
Acceleration i —: r'(=)=(-——,——,0
T ey in22. 7T — 2T
Fart i 1 r(4)‘ \/1 4sin” 2 1 \/1+4sm 5 V5,
Maximal fart i ~ Iy = (= L
aximal farti — : r(=)=(—,——=,0).
4 4 V2 V2

Exempel 3 Bestim jacobianen Jy, % och d—(‘fg%) forf(z,y,2) = (x+y+z,zy+
xz+ Yz, ryz).



Vi betecknar f(z,y,2) = (fi(z,y,2), f2(z,y, 2), f3(x,y,2)). Jacobianen &r
matrisen av alla partiella derivator av funktionerna = 4+ y + x, xy + 2z + yz och
TYz

! ! !
d flz fly flz
AU f2 f3) = | fi. 15 f5. | = {nio partiella deriveringar}
A7) fo By i
1 1 1
= y+z x+z T+y
yz xz yz

Pa analogt sétt &r

) A\ (1
M: fo. | =z+=
dy féy Tz
och
/ / 1 1
O R L N
d(z, z) £t yz yz
Svar:
1 1 1
anbt) _ (0,4 L,
Ay, 2) e wz gz )
1 Lol
B e R et
Y Tz (z,2) Yz Y=

Exempel 4 (/05b) Bestim jacobianen till f(x,y) = (zvy,z? + y?).

J:M:(ﬁm f{y):<y :r)
T d(w,y) fow  fa 20 2y)°
Exempel 5 (406) Antag att g(x,y) = (2, zy) och f(u,v) = (w, u—v).Bestim

fog, Jy, Jy och Jgog.

(a)I sammanséttningen f o g, far vi f(u,v) = f(g1(z,v), g2(z,y)), s& byt ut
u mot g1 (x,y) = x? och v mot go(z,y) = xy. Det ger
fog = (uv,u—0)
= (2%zy, 2% — xy) = (23y, 2 — 2y).
(c) Vi far genast jacobianen till f o g genom att derivera partiellt m.a.p. = och
Y- )
d(z®y, 2% — zy) ( 3%y $3)

JO = —-——m
Teg d(z,y) -y -



(b) Kedjeregeln (jamfor: = fog = f'(g(z))g'(x)) siger att

Jtog = J1(g(x))Jg(x).

Ty Ao ) <v u)

Vi har ocksa

d(u,v) L -1
och
d(z2, zy) <2x 0)
Jg = = R
d(z,y) y

s sitter viin u = 2% och v = zy i Jy sa far vi J¢(g(x))

2
2 _ [y
Jr(a®, xy) = (1 _1).

Matrisprodukten Jr(g(x))Jq4(x), som alltsa &r ett alternativt sétt att berékna
Jfog, berdknad ovan, blir da

s = (T 5) (9

. 3z%y a3
T\ 22—y -z’

mycket riktigt.

2.2 Linjara funktioner
2.2.1 Linjira och affina funktioner

En viktigt typ av funktion fran R™ till R™ &r en linjir funktion, som defineras
av en matris av typ m x n. En vektor x, skriven som kolonnvektor, avbildas pa
produkten Ax, alltsd f(x) = Ax. Detta &r en linjir funktion.

En translation, som f(x) = x4+ a, fran R” till R, dér a &r en fix vek-
tor, kallas en affin funktion. Med ovanstaende definition &r avbildningen
f(x) = Ax + a varken en linjér eller affin funktion. Notera emellertid att i vissa
bocker som inte dr helt matematiska kallas dven detta for en linjér funktion.

Vi har ocksa sett att jacobianen for en linjir funktion f(x) = Ax &r just
matrisen A. Detta hinger pa att derivatan av cx m.a.p. x &r ¢, helt enkelt.

2.2.2 Matrisnorm

Vi definierar hiirnéist normen av en matris A, som avbildning av x pa Ax. Nor-
men anger hur mycket matrisen férstorar en vektor i den riktning dér forstorin-
gen dr som mest. Dédrav maximat i definitionen.

Definition 6 Normen av A dr

A
lA] = maxM = max Ax.
x#0 |X| |x|=1



Vi har givetvis vektorbelopp, |x| =v/z% + ... + 22, bade i nimnare och til-

jare. Definitionen kan ocksé tolkas som att ||A|| &r det minsta tal C' sa att
|Ax| <C|x|

for alla x. Dividera denna olikhet med talet |x|,s& fas %ga

De tva maxima i definitionen #r lika, ty enligt riknelagar fér vektorer giller
att % = |A|—::‘| Hér dr % dr en vektor av lingd 1 (en enhetsvektor), som i
det hogra maximat. Det ricker alltsd att studera enhetsvektorer. Dérfor kan
man séiga att man soker den riktning som maximerar |Ax|. Den ger || A]|.

Vi har trivialt exempelvis

0 0 O
0 50 = 5, (maximerande riktning: (0,1,0)),
0 0 3

cosf —sinf
H (sin@ cos )H

Som det forsta exemplet antyder, sa giller att om matrisen #r kvadratisk
och diagonal far vi \/a?,v7 + ... + v2a2,, att maximera, dir v + ... +v2 = 1.
Denna storhet #r maximal om vi viljer v; = 1 for det storsta elementet a?, dvs
det giiller att ||A|| = max; |ay;]-

Om matrisen ér diagonaliserbar, och om vi numrerar egenviirdena efter stor-
leken pa deras absolutbelopp: |A1| > || > |A3] > ... > |\, s& kommer egen-
vektorn svarande mot A; att vara maximerande riktning (eller vi kan gora ett
basbyte s matrisen blir diagonal). S& foér en matris A som #dr kvadratisk och
diagonaliserbar kiinner vi normen. Den &r beloppet av det (till beloppet) storsta
egenvirdet:

1 (en rotation &ndrar inte vektorns langd)

[A[] = [Aa]-

Detta dr énnu en kraftfull tillimpning pa egenviirden och diagonalisering, utéver
att forsta linjira avbildningar, att exakt bestdmma karaktéiren hos andragrad-
skurvor och att (med lampligt koordinatbyte) skaffa sig en matris som har manga
nollor (diagonal).

Det sistndimnda innebér att datorprogram som innehéaller matrisberéikningar,
som #r mycket vanligt i ingenjorsverksamhet, blir mycket snabbare. Man kan
bl.a. anviinda denna okade effektivitet till att undersska problem med betydligt
hogre noggrannhet (6ka matrisens dimension n X n).

2.2.3 Virdemaingen till en linjir funktion

Notera att viirdeméngden till en linjar funktion alltid innehaller 0, ty £(0) =
A0 = 0. Om matrisen A dr nollmatrisen, dr virdemédngden endast denna punkt:
Vo = {0}. I annat fall kommer vi att ha egenskapen att om a och b ligger i V4
s& gor dven a + b det. Ty a och b i V4 betyder att det finns punkter x och y s&
att Ax = a och Ay = b. Men d4 avbildas x +y pd A(x+y) =Ax+ Ay =a+b.



P4a samma séitt kan man visa att om a €V sd dr dven aa €Vy for alla reella tal
a.

Sa om a €Vy4 sa ligger hela rita linjen genom a och origo i V4 (o = 0 ger
origo, och alla andra « alla andra punkter pa den riita linjen). Om vi har tva
linjirt oberoende punkter a och b som bada ligger i V4 sa kommer alla punkter
som ligger i det plan som spénns av a och b att ligga i V4. Slutsatsen &r att
virdeméngen till en linjiar avbildning #r antingen

1. {0} (om A &r nollmatrisen)

2. En rét linje genom origo (exempel: projektion pa z-axeln)
3. Ett plan genom origo.
4

. Ett hyperplan genom origo (alla punkter i R* som uppfyller az; + bzy +
cr3 +dry +e=0)

Alla dessa méngder dr linjira rum, som &r viktiga i abstrakt linjéir algebra.
Ett linjart rum V kénnetecknas just av att om a €V sa aa €V {or alla reella
tal a,, och a €V och b €V implicerar a+ b €V.

2.2.4 Sammansittning och invers for linjiara funktioner

Det dr latt att sétta samman tva linjara funktioner f = Ax : R? — R"™ och
g =Bx : R" — R". Funktionen f(g(x)), ocksd betecknad f o g(x), &r vilde-
finerad om r = p (d& gar matrismultiplikationen ihop) och har matrisen AB.
Ty

f(g(x)) = {sittin f = Ax och g = Bx}
= A(Bx) ={vi har fitt en ren
matrisprodukt} = (AB)x.

For att f(g(x)) ska vara definerad kan vi allts& inte ha vilka dimensioner som
helst, utan det krivs att f = Ax : R?» — R™ och g = Bx : R® — RP. I den
sammansatta funktionen f(g(x)) kréivs att viirdena som g ger ifran sig ligger i
definitionsmingden for f.

Om en linjir funktion f = Ax : R™ — R™ #r inverterbar sa #r dess invers
ocksa en linjir funktion, och har matrisen A1,

Bevis: f~1(f(x)) = A71(Ax) = (A71A)x = x. Att sammansittningen £~ (f(x))
ir x betyder att £~1 avbildar tillbaka till x igen fran det virde dit f avbildade.
Dérmed dr denna funktion invers till f.

2.3 Inversa funktioner

2.3.1 En variabel

Lat oss forst betrakta envariabelanalysfallet, vi betraktar funktionen f(z). Om
f(x) dr stringt monoton, dvs stringt viixande eller stringt avtagande, si kan



den inte ta samma vérde i tva punkter (for i s& fall maste den ju vara viixande
nagonstans och avtagande nigonstans mellan punkterna). Dérfor dr en stréngt
monoton funktion inverterbar. Sa det finns en invers f~!(z) som upphéver f. I
formler: f=1(f(x)) =z och f(f~(z)) = =.

Ar funktionen dessutom deriverbar sa ricker det med att f’(z) # 0 och att
f dr kontinuerlig. For da &r antingen f/(x) > 0 (som for f(z) = %) eller
f'(z) <0 (som for f(z) = e ). D& dr den alltsd strangt monoton.

Emellertid dr f'(z) # 0 inte nodvéndigt for inverterbarhet, som exemplet
f(z) = 23 visar. Derivatan f’(x) = 322 #r noll da = = 0 ( f/(0) = 3-0% = 0)
men f(x) = o3 #r #nda inverterbar. Men om vi kriiver att dven inversen ska
vara deriverbar s dr f/(z) # 0 nodvindigt och tillriickligt. Inversen till o3 ir
¥z, som inte dr deriverbar i z = 0.

En rét linje f(x) =y = kzx + 1, dir k = f'(x) # 0 har invers (16s ut z ur
y=kx+1)x= %y — %, s& lutningen for inversen &r % Da fungerar inte k£ = 0.
Samma sak giller generellt, ty om vi deriverar likheten f(f~!(z)) = z m.a.p. =
s& far vi med kedjeregeln

F @) [f @) = 1.

Sa f'(x) = 1/ [f ()] # 0 (som 1/ for en riit linje), ty [f~'(x)]" &r nagot
tal. Detta tal kan inte vara 0, ty vi har forutsatt att f &r deriverbar, sa f’
existerar.

2.3.2 Flera variabler

Som beskrivits tidigare &r en linjar funktion f(x) = Ax R™ — R™ inverterbar
om A i#r inverterbar. Inversen dr da f~1(x) = A~!x. Vi paminner om att for en
linjéir funktion &r jacobianen matrisen A sjilv, dvs Jy = A. Kravet for invers &r
alltsa i det linjéra fallet att det J; # 0.

Kravet detJy # 0 giller inte bara for linjdra funktioner, som vi ska se
hérnést. Betrakta en funktion f(x) : R” — R™ med kontinuerliga parallella
derivator. Att funktionen har kontinuerliga partiella derivator innebér att den
#r differentierbar, vilket i sin tur innebér att funktionen lokalt (i nagon (liten)
omgivning runt punkten) dr mycket néra en linjir funktion. D& kan man viinta
sig att samma villkor giller som i det linjéira fallet, dock endast lokalt, nira
punkten:

det Jy # 0.

Man kan bevisa detta: en differentierbar funktion f har en differentierbar
invers om och endast om det Jy # 0.

Exempel 7 (501bc) Har f(z,y) = (vy, z+y) differentierbar invers nira (—1,1)7

Nira (1,1)7
Losning: Jacobianen &r
_(v 1
=01



sd vi far determinanten

det#z’(i })'zy—x.

Saledes har f en differentierbar invers d& y # x, annars inte.
Svar: Sé svaret dr ja i punkten (—1,1) men nej i punkten (1,1).

Exempel 8 (501d) I vilka punkter har f(z,y) = (2? — y* arctan xy) en differ-
entierbar invers?

Losning: Jacobianen ér

2x -2
Jf - ( Yy a:y > )
1+x2y?  1+x?y?

& vi far determinanten

2 —2y )‘ 227+ 27

_ Yy _x
1+x2y? 1+x2y?

Denna storhet r noll endast da 2z2 + 2y? = 0, vilket #r i origo.
Svar: Siledes har f(z,y) = (22 — y? arctanzy) en differentierbar invers
overallt utom i origo.

2.4 Implicita funktioner

De punkter som satisfierar en ekvation i tva variabler bildar ofta en kurva. Ett
enkelt exempel dr ekvationen y = f(z), dir kurvan &r grafen till funktionen
f(z). Men ofta kan varken x eller y losas ut ur ekvationen, som &r fallet for
ekvationen €% —eS"Y 4sin(zy)—1 = 0.. Ar det mojligt att ange i vilka punkter
kurvan kan beskrivas med en graf till en funktion? Det ér den grundliggande
fragan i detta avsnitt, vars svar #r implicita funktioner.

Ekvationen % — s 4sin(zy) = 1 #r ett (kanske nagot extremt) exempel
pa en ekvation dér varken z eller y kan 16sas ut ur ekvationen. De punkter (z,y)
som satisfierar denna ekvation bildar kurvor i planet enligt foljande figur:



Yy N N\
N - Y

SN W/%%

Punkter som satisfierar e“*% — S 4 gin(yx) = 1.

-10 -5

Har ér ett annat sidreget exempel:

2 N

7z

Punkter som satisfierar e*%* — 5"V + tanzy = 1.

Avsnittet om inverterbara funktioner handlar om under vilka villkor det
gar att definiera en funktion x = f~'(y) fran y = f(x), dvs fran ekvationen



y — f(x) = 0. Vi kommer hiir att generalisera detta problem till en generellare
typ av ekvation:

Nér det giller implicita funktioner vill vi undersoka néir det gar att definiera
en funktion i nagon variabel, x eller y fran ekvationen

F(x,y)=0.

Vi har redan sett exemplen F(z,y) = y— f(z), F(z,y) = 5% —e5"Y +sin(zy) —
1 och F(z,y) = 5% — eS8 4 tan(wy) — 1. Fragan r: vilket samband definerar
F(x,y) = 0 mellan variablerna x och y? Ekvationen ger ett implicit samband
mellan x och y. Vi fragar oss vad som krivs for att det ska finnas ett explicit
samband.

Generellt #r F(x,y) en funktion fran R™*™ till R", si ekvationen F(x,y) = 0
ar en vektorekvation som svarar mot n ekvationer. Vi vill anvinda de n ekva-
tionerna till att finna en funktion f : R™ till R™ som uppfyller F(x,y) = 0, dvs
F(x.f(x)) = 0.

~—~
y

Man kan séga att vi ur ekvationen F(x,y) = 0 16ser ut y som funktion av
z.Réttare sagt fragar vi oss nir en sddan funktion existerar, snarare &n om den
kan losas ut. Det visar sig att en lamplig determinant av en jacobian ska vara
skild fran noll, dven i detta fall.

Vi kan som exempel betrakta ett linjirt fall. Antag att F(x,y) = 0 &r ett
ekvationssystem med fem (m = 3, n = 2) variabler och tva (n = 2) linjira ekva-
tioner. Ekvationerna bestdmmer ett visst samband mellan de fem variablerna,
fragan #r vilket. Vi kan hér l6sa ut tva variabler som funktion av de tre 6vriga,
s& ekvationssystemet med fem variabler och tvé ekvationer definerar en funktion
f fran R? (tre variabler) till R? (tva variabler). I optimeringslira talar man om
oberoende (x) och beroende variabler (y, beroende av x enligt y = f(x)).
Naturligtvis kan man pé olika sitt vilja vilka variabler som ska vara beroende
och vilka som ska vara oberoende.

Villkoret fran inverterbara funktioner var att jacobianen Jy har determinant
skild fran noll. Villkoret for en implicit funktion &r att jacobianen &r skild fran
noll dér vi endast tar med de kolonner i jacobianen som svarar mot de beoende
variablerna. Denna jacobian blir kvadratisk (n x n), sd den har en determinant.
Dvs, kravet ér att oF

det 8_y(x’ y) #0.
D4 definierar ekvationen F(x,y) = 0 en funktion y = f(x) i ndgon omgivning
till punkten (x,y).

Exempel 9 (520) Visa att det finns en funktion (y(z),z(x)) R till R? som
defineras av
zy +yz+xz=2
{ B +yP4+23=9

10



Losning: Héir har vi
F(z,y,2) = (zy + yz + 22,2+ + 2°).
Beroende variabler ska vara y och z, sa intressant jacobian &r

oF L(ay+yz+az) L(zy+yz+az)
Ay, 2) 5 (@ + 4+ 2°) L (a® +y° +2%)

_ r+z x4y
- 3y2 322 )

som &r funktion av tre variabler. Dess determinant ér

(x + 2)32% — 3y*(z +v).
I punkten (0, 1,2) har vi alltsa
OF 9 9
detm(o,l,z) =(0+2)3-22—3-12(0+ 1) = 2L.
Y,z
Detta ér inte noll, sa svaret &r:
Svar: ja.
Exempel 10 (511) Undersék om z* + y* + x +y = 0 definerar en funktion
y = y(z) ndra (0,0).
Lésning: Jacobianen av F(z,y) = 2* + y* + o +y ar
OF
m = (4$3 —|— 1,4y3 + 1)
s& vi har i punkten (0,0)
OF . )
m(o,o,) =(4-0°+1,4-0°+1) = (1,1).

Det gér saledes bra att losa ut y = y(z).

T05

t {
0.5 1

T-0.5

ta
Kurvan z* + y + 2 +y = 0.

11



Exempel 11 (518b) Visa att i ndgon omgivning till (1,0) definerar z¥+siny+
x — 2 =0 en kontinuerligt deriverbar funktion y = y(x).

Losning: Vi har F(x,y) = 2¥ +siny + 2 — 2 och

OF
= (yz¥ ' +1,zYInz + cosy),
eI &
sdi(x,y) = (1,0) far vi
OF
% (1,0)=(1,1
3y MY = Y

Eftersom de partiella derivatorna ér skilda fran noll i punkten sa existerar y =
y(x) 1 ndgon omgivning till (1,0).

Lat oss avslutningsvis betrakta sambandet mellan implicit och invers funk-
tion i envariabelfallet. Har dr vi intresserade av ekvationen y = f(z). Den kan
alternativt formuleras som ekvationen F(z,y) = 0, dir F(z,y) =y — f(z).Hér

har vi jacobianen
OF ,
— = (—f(z) 1),
A(z,y) (=@ 1)

Sa om x ska vara oberoende variabel, dvs vi vill 16sa ut y, sa dr vi intresserade
av jacobianen m.a.p. den beroende variabeln y, som &r

oF _
Ay
Den #r aldrig dr noll, och vi har heller inga problem med att 16sa ut y, ty det
ar ett helt trivialt fall. Vi har redan y = f(x).
Om y ska vara oberoende variabel sa vill vi l6sa ut x, och vi ér intresserade
av den inversa funktionen. Aktuell jacobian dr da den som svarar mot variabeln

v OF ,
% = —f'(z).

Kravet dr att denna jacobian inte ska vara noll, dvs att f/(z) # 0. I s& fall finns
lokalt en funktion f~1(y).
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