Nr 1, 21 feb -05, Amelia 2
Obs: "m.a.p." betyder "med avseende pa".

1 Koordinattransformationer

1.1 Bakgrund (inte pa denna forelidsning)
1.1.1 Fran R till R?, och R till R?

Vi har sett att en funktion fran R till R?, betecknad med r(¢) kan tolkas som en
kurva i planet En funktion fran R till R3 &r en kurva i rummet R2. Derivatan
r’(t) &r en tangent i punkten r(t) om r(t) dr deriverbar och r’(¢) # 0. Dessutom
far man kurvans léingd genom att integrera beloppet av tangentvektorn |r/(¢)|
for parameterviirden som svarar mot startpunkt och slutpunkt.

1.1.2 Fran R? till R?

En funktion fran R? till R?, betecknad med r(t,s) (tva parametrar, ty argu-
menten i R?) beskriver ett ytstycke i rummet. Haller vi ¢ konstant ¢y har vi
en kurva r(to, s) som funktion av en parameter s. Pa samma sitt dr r(to, s) en
kurva med parametern s. Kurvorna r(tg, s), for olika tg, och r(t, sg), for olika
So, kallas kurvskaror, som ytan bestar av. For ett reguljiart utstycke kraver vi
att dessa kurvors tangenter r} och r’, &r kontinuerliga och att de inte har samma
riktning (s& att de verkligen ger en yta), vilket betyder att deras kryssprodukt
inte &r nollvektorn: r; x r, # 0.

Ett viktigt exempel pa ett reguljért ytstycke ér sfiriska koordinater, som
med parametrarna u och v beskriver en sfirisk yta i R? :

T = cosusinv
Yy =sinusinv
Z = COS .

Men #dven funktioner fran R? till R tolkas som ytstycken, hur gar det till?
Uttrycket z = f(x,y) betyder att vi tolkar funktionsvéirdet som en z-koordinat
Vi far da en funktion fran R? till R3, nimligen

=1
y=s
z = f(t,s).
som vi ocksd kan skriva som r = (t,s, f(¢,s)). D& har vi gatt fran en yta
beskriven med en ekvation z = f(z,y) till en parameterframstéllning. Tan-
gentvektorer fas genom derivering: r; = (1,0, f{) och r’, = (0,1, f). Krysspro-
dukt av dem ger en normal till ytan.
Ett tredje sétt att beskriva en yta #r en nivakurva till en funktion av tre

variabler. Det #r alla punkter (z,y, z) som satisfierar en ekvation

F(x,y,z) =C.



Gradienten VI = (F, Fy, ) dr normal till en sadan yta. En ekvation
z = f(x,y) kan skrivas pa detta sitt genom att flytta over f(z,y) till andra
sidan av ekvationen z = f(z,y), som ger

z—f(x,y)=O7

sd att ['(z,y,2) = 2z — f(x,y). Da &r VF = (—f,,—f,,1) en normal i punkten
(2, u, z). Detta dr ocksé resultatet av rj xr’, med r; = (1,0, f{) och v’ = (0,1, f).

Det &r normalen fran ytans parameterform.

2 Fran R"” till R" : koordinattransformationer

Hur kan man toka en funktion fran R? till R?, eller en funktion fran R3 till
R3?Jo, en viktig tolkning ir koordinattransformationer. Lat oss borja med
funktioner fran R? till R?. Tva samband enligt

T_lz{x
Y

x=u?—v2 oller r=3u—v
Y =uv y=-—-u+2v "’

|
S

(u,v)
(u, v)

?

som till exempel

definierar en funktion fran (u,v) € R? till (z,y) € R? Det andra exemplet
ovan #r en linjir avbildning, dir alltsa (z,y)7 = A(u,v)?, dir A #r en matris.
Poéingen med koordinattransformationer ér att vi kan alternativt anviinda vari-
ablerna (x,y) eller (u,v). Vi kan arbeta med xy-planet alternativt wwv-planet.
Maéanga problem blir enklare nér vi transformerat till limpliga koordinater. Det
giller bade partiella differentialekvationer och dubbelintegraler.

For att vi ska kalla detta en koordinattransformation kravs att vi kan ga fram
och tillbaka obehindrat, vilket innebér att avbildningen ska vara inverterbar.
Av en linjér koordinattransformation kréaver vi d& att dess matris A ska vara en
inverterbar matris.Lat oss anviinda foljande beteckningar:

Ju=ulzy) ,
T: { v = o, y) (frén (z,y) till (u,v)),

och

/AR S z(u,v) fran (u,v) till (z,y)),
{ o2t (i (u,0) i (o)

Ofta har vi explicita samband bara i den ena riktningen — bara en av T" och
T~ #r rimligt enkla funktioner. Ett exempel ér de viktiga polira koordinaterna,
dér vi har



men

)

T'{ T:\/m

v = arctan £ 4 70(—x)

Termen 70(—x) bygger pa stegfunktionen 6(t) som &r 1 {or positiva t och
0 for negativa. Termen w0(—x) séiger bara att vi maste ldgga till 7 om z < 0,
funktionen arctan ¥ ligger ju alltid mellan —Z och 7. I korthet &r i detta fall
avbildningen 7! Litt att beskriva och rikna med, men inte T. Det ér en vanlig

situation.

2.1 Jacobianen, yt- och volymf6rstoring

En kontinuerligt deriverbar envariabelfunktion &r f(z) garanterat &r inverterbar
om f'(z) # 0, i alla fall nira x, ty d& #r den antingen viixande eller avtagande
nira z. Man kan fran viirdena rekonstruera argumenten. Av liknande skél dr vi
intresserade av alla derivator till avbildningen (u,v) — (z(u,v),y(u,v))), dvs

dz,y) (:L';L :EL)
du,v) — \Yu Yu)
Denna matris kallas Jacobimatrisen eller jacobianen for koordinattrans-

formationen. Motsvarande matris for den inversa avbildningen, dvs (z,y) —
(u(s,y),v(z,y))), kallar man ockséa jacobianen:

d(u,v): uy, Uy, .
d(z,y)  \v% v

2.1.1 Linjira avbildningar

Om transformationen &r linjér, som exempelvis
r=3u—"v
y=-—u-+2v

4r jacobianen

7o dlz,y) ([ 3 -1
d(u,v) -1z )
(som !, = 2 (3u—v) = 3) alltsa samma matris som sjilva avbildningsmatrisen.
Ytforstoringen dr d& determinanten av jacobianen, dvs i detta fall

3 -1

detJ:’ y=—1 2

’ =3-2—(-1)(-1) =5.
En yta har dérfor efter avbildningen (i zy-planet) 5 ginger storre area #n innan
avbildningen (i uv-planet).

Att detta dr ytforstoringen foljer av att den area som spénns upp av tva
vektorer (parallellogram) i planet ges av determinanten av den matris som har



vektorerna som kolonnvektorer. De tva vektorerna (1,0) och (0, 1) spdnner upp
en area 1 (kvadrat med sida 1) och de avbildas p& den linjéra avbildningen péa
matrisens kolonnvektorer. Detta ger i ovanstdende exempel en faktor 5 mellan
de tva areorna.

Notera att ytforstoringen av en rotation, med matrisen
cosf) —sinf
sinf  cosf

har determinant cos?6 + sin?6 = 1. En rotation &ndrar inte storleken. Yt-
forstoringen av en ren skalning med en faktor a i bade x- och y-led, med ma-

trisen
a 0
=5 )

har ytforstoring det A = a?. En motsvarande skalning i tre dimensioner har
givetvis volymforstoring a3.

2.1.2 Icke-linjara avbildningar

For en icke-linjér avbildning beskriven med

: u:u(a?,y) ran (x il (u, v
7 { B2 (i (a) i 0)

eller (w,0)
1 z=2(u,v . .
T { Y = y(u, v) (fran (u,v) till (z,y)),

som har kontinuerliga derivator #ndrar sig derivatorna mindre #n ¢ i en om-
givning till en punkt (u,v) (ty de &r kontinuerliga). S& for areor mycket niira
denna punkt giller "néstan" det linjéra fallet. S& mycket néra punkten har vi
ytforstoring enligt determinanten av jacobianen:

d(z, y)

/ /
$u $U

Yu Yo

d(u,v)

Denna determinant av partialderivator representerar dérfor den lokala yt-
forstoringen (lokal — néira punkten, den kan variera mellan olika punkter).

I tre dimensioner, med r = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v, w)), representerar
determinanten av jacobianen

T

8

/ /
d(z,y, 2) N
d(u,v,w) - y% y; ygu
’ ’ Zu Z’U Z’LU

den lokala volymforstoringen.
Analogt med att f(z) &r inverterbar nira x om f'(x) # 0, s& &r en koor-
dinattransformation inverterbar om determinanten av jacobianen inte &r noll.



Det betyder alltsd att ytforstoringen inte far vara noll (utom i enstaka punkter).
I sadana punkter avbildas en area pa en linje, s& man kan viinta sig att det inte
gar att rekonstruera argumenten pa arean fran virdena pé linjen. I s fall ér
transformationen inte inverterbar.

Vi kréver dirfor normalt av en koordinattransformation att det J #
0, utom i enstaka punkter.

Exempel 1 Bestim den lokala ytforstoringen for polira koordinater

{ x = 1rcosb

y=rsinf

Losning. De partiella derivatorna z.., !, y.. och y, &r ldtta att berékna, sa
jacobianen &r

SY

d(z,y) <c059 —rsin9>

(r,v)  \sin@ rcosf

Dess determinant dr

det (cos 0 —rsin 0)

cosf) —rsinf

sinf rcos6 sinf rcosf

= cosfrcosf — (—rsinf)sinf

= 7(cos® +sin?6) =r.
Svar: Den lokala ytforstoringen i punkten (r, ) ar r.

Denna okar med avstandet fran origo i rf-planet. Detta &r helt naturligt,
ty en ruta i rf-planet {a < r < b,c < 6 < d} &r i xy-planet en sektor av en
cirkelring. Den har i rf-planet arean (b — a)(d — ¢). Ju léngre fran origo den
befinner sig, ju storre area motsvarar den i zy-planet.

Nedanstéende figur ger ett exempel. Hér &r r 4t hoger i rf-planet. Rutorna
i detta plan &r lika stora, men den motsvarande ruta i xy-planet som har storre
viirde pa r (den hogra rutan i rf-planet) &r storre. Ytforstoringen skar med
avstandet fran origo, som &r 7.

N

Rutor i rf-planet. Rutorna avbildade i xy-planet.




Exemplet #r schematiskt, ty lokal ytférstoring syftar pa avbildning ndra en
punkt. Dvs: vi avbildar geometriska figurer nira en punkt som #r sa sma att
yforstoringen #r néistan konstant i hela figuren. Figurer pa enhetscirkeln (r = 1)
dndrar inte sin area obetydligt (beroende pa utstriickning innanfér och utanfor
enhetscirkeln).

3 Kedjeregeln vid koordinattransformationer
Vi har kedjeregeln i en och tva variabler som foljer:
% F@@®) = (@) (t) (en variabel)

T (0),9(0)

Fo(@(®), ()" (t) + f(x(t), y(£))y' () (tva variabler).

I tva variabler deriverar vi alltsa t forst "via x" och sedan via y,och adderar
resultaten. I tre variabler far vi endast en tredje term pa liknande sitt. Ked-
jeregeln foljer fran definitionen av differentierbarhet, vilket i sin tur #r nira
knutet till approximation av en funktion niira en punkt med tangentplanet i
denna punkt. Denna approximation kallas linearisering — approximera funktio-
nen med tangenplanet.

For en koordinattransformation som har tva variabler u och v, och inte
endast en (som ¢ ovan), deriverar vi alltid med avseende pé en variabel i taget, sa
det blir samma kedjeregel som ovan. Den andra variabeln forekommer emellertid
i formlerna, sa det hela ser nadgot mer komplicerat ut (sviingda 0 och inte d, ty
vi har tva variabler som vi kan derivera):

0
%f(x(u, U))a y(ua 'U))) =
= fé(l’(u, U))a y(ua v)))x;(uv 'U)) + f;(x(u, 'U)), y(uv U)))y;(ua 'U))
eller med ett kortare och mer 6verblickbart skrivsitt:
9 fay) = fial + fly!
o L,Y) = JaZy yYu-
For v far vi helt analogt:
0 I /o
%f(xzy) - fmzv + fyyv'

Nér vi berdknar andradervator sa géller samma kedjeregel dven om vi byter
f overallt mot till exempel f7 :

a ! _ 1 !/ /i



Man kan t.o.m. skriva detta utan att séitta ut vilken funktion man deriverar,
dvs

0 , 0 iy 0
— =z,— —.
ou ugg * Ju oy

Detta dr operatornotation. Den #r praktisk och anvinds ofta i 6vnings-

boken. Det &r litt att sdtta in f, f; och fy, till exempel, i denna formel. Vi
skriver z/,-2 och inte 222/, ty derivering &r en operation som verkar endast &t
hoger, inom en term ("till néirmaste plustecken"). Funktionen a/, ska ju hér inte
deriveras m.a.p. x, sa a%x; vore missvisande.

Vi deriverar ofta m.a.p. x och y, vilket fungerar pa samma séitt:

9 fuyv) = fiady + i,

ox
och 9
gy (W 0) = futiy + fovy,
med operatorsamband
0 0 , 0

=u,—+v

oz T Ou ” v

( derivering "via u” och " via v”) och

I 6vrigt ér grundregeln densamma f6r partiell derivering: derivera med avseende
pa en variabel, med alla vanliga deriveringsregler som derivering av produkt,
kvot, osv., och behandla under denna derivering den andra variabeln som en
ren konstant.

Vi ger hérnést tva exempel dér vi har (u,v) som funktion av (x,y) och
tvirtom. Det blir typiskt nagot olika kalkyler i de tva fallen.

Exempel 2 (uppgift 461k). Transformera

o o
ox? y@xay ox

med variabelbytet (koordinattransformationen)

{u:xy
v=2
y



Lésning: Vi har v och v som funktion av z och y, da vill vi helst derivera
m.a.p.  och y. Det passar bra med att vi har derivator m.a.p. dessa variabler
i uttrycket x% —y 8‘1282 + % som ska transformeras. Det dr bara att derivera
pa.

Vi bérjar med att berikna forstaderivatorna: z; och z;.

Vi har hér jacobianen
u, w,\ _ (y w
v vy 0 —y—12 ’

sd vi har operatorsambanden

0 , 0 , 0 0 0 0
o = "“ou "o You e Yo
J 0 10
Sétter vi in z i detta s& har vi

0z 0z

oz Yow

0z 0z 10z

(’)_y = x%—?%

Alternativt kan man rikna med kedjeregeln utan operatorsamband, som ger
(derivering "via u” och "via v”):
0z 8z,+6z, 0z +6z0
— = U, + U, = — — -0,
oz ou e au’ T v
vilket naturligtvis &r samma resultat (det dr ett annat sitt att skriva samma
kalkyl).

. . . 2 2 .
Nu har vi tredje termen i uttrycket x% -y a‘r;azgj % som vi ska trans-
formera. Med & pa 92 och g—; och med operatorsambanden (OS) igen sa far

vi de tva ovriga termerna:

Pio o 00:_ 00
922~ 0xdz oz |Joy) W omSAmbuRee
o 0 [0z 0%z 5 0%2
x-deriveringen} = Yom {%] ={0S} = YWos =Y 53
Och den sista termen:
0%z 00z 0] 0z 10z .
ox0y ~ Ozoy  ox [x% — ?%} = {derivering av produkt
e _ 0z 0 [0z 1 0 [0z] .
i forsta termen} = 1 e + To [Gu} err [5‘1}] = {OS i bada termerna}
Pz 1 0%

o Yoz~ 72V ouon



Ett y kan forkortas i sista termen. Inséttning ger nu

0%z &z 0z 5 0%z 0z 2z 1 0% 0z
92 Vomor Tor - Ve Yo T oz yoeen) Vo
0%z
Oudv’

. 9%z 9%z oz 3 L4l 9%z
Svar: Uttrycket x5 — yg5> + 5= transformeras till 5—=-.

Exempel 3 (uppgift 4611). Transformera

B o P
Ox? 0xdy  Oy?

med variabelbytet (koordinattransformationen)

T=u—uw
Y =uv

Losning: Hiir har vi  och y som funktion av u och v, inte tvirtom. Har kan
emellertid u och v 16sas ut, ty om vi tar kvoten mellan sambanden elimineras
u:

x 1-w
y v
och vi férv:;_%y och u=y/v=u1x+y, alltsd
u=xr+y
0= Y
z+y

Det &r fordelaktigt att ha enkla samband at bada hallen. En genviig &r i
denna uppgift att observera att

0%z Pz 0%z 0? 0? 0?
— 2—F+-5 = (35— 25—F+353)2
Ox? 0xdy  Oy? Ox? O0xdy = Oy?

0 0., 0 0
(% - 8_y)(% - a—y)z-

Vi kan nu vilja mellan operatorsambanden

P o, 0 o 0
2 = ’£+y’£— 8_1_’02
ov h) Yo Ox oy’



och

9 9 y 0
dr  Ou  (z+y)2ov
o 0 ¢ 0
dy T @ryrov

Enligt genviigen kan vi undersoka vad 6—81 — 8%ar:

8 o 9 oy 8 9 oz 9

3y g GrpPon ou ! Grgron
= (- (x—lz—/y)Q (x—lg—cy)Q)@v = {forenkling!}
19
N 7x+y%
10
T wdv

Sa genviigen ger

9 00 o 10[ 10
Or Oy’ '0x Oy  wOv | udv
1 92
T 2ok’

. . o 2
eftersom u dr en konstant nér vi deriverar m.a.p. v.Saledes transformeras gxﬁ —

2 681282 + giyﬁ = 0 till det betydligt enklare
1 02
ot =

Svar: Koordinattransformationen ger uttrycket g—ii =0.

Vi tar ett tredje exempel dir det inte gar att 16sa ut w och v. Vi dr da &n
mer hénvisade till genvéigar (observationer) liknande den vi anviinde i det forra
exemplet.

Exempel 4 (uppgift 461r). Transformera

R >
Y a2 4 0x0y oy?

till poldra koordinater

T = T COSV
y =rsinv

10



Losning: Hir kan vi inte pa nagot effektivt séitt vinda pa sambanden, dven
om vi ibland kan anvéinda att r = y/22 + y2(> 0).
Man kan tycka att uttrycket

S
Y a2 y@xay Oy?

ar en "jamn kvadrat", enligt

(rpr ~ 7o) pe —~ Tr)
Yor x@y Yor x@y =

Lat oss derivera for att undersoka det. Vi far

o 0.0 o 9 o .,
W5y~ wa—y)(y% - wa—y)z = (g, way)(yzz —x2,)
{tvé termer} = y%(yz; —xz,) — xaﬁy(yz; —x2z,)
{derivering av produkter} = (y*zl, — (yz, +yxzy,)) —

2.1 2.1

— " /
= Y Zpy — 2YTzgy, + T2y, —

/
Yz, — TZy.

Sa det var inte nagon jaimn kvadrat, vi fick d&ven en term —yz; —zz!. Men det
betyder givetvis att

2@_% ﬂ+x2@_( i_mg)( i—xg)z—k( g—kx—)z
Y a2 y@xay oy? Yor Oy Yor Ay y@y ox’"

Kan vi finna ya% —xa% och ya% —|—a:6% med kedjeregeln? Operatorsambanden
ar har

LR )
o = Tran yray—cosvaersmvay

b , 8,0 .

% zv%erva—y:frsmv%Jrrcosva—y.

Multiplicerar vi den forsta med r och anvéinder koordinatsambanden s& far
vi

0 0 0
"o T Tor Yy
0

w — Var ey

Tydligen férekommer bade % och 6%. Sa vi far

( i_xi)( i—xi)z—l—( i—kxi)z—a—Zz—l—r—z
Yor Oy Yor Oy yay ox’~ o2 or”

11



. 2%z 9z
Svar: 55 tTroe.

Koordinattransformation, kedjeregeln och

Vi har T_l(T(Z)) = (Z) — vi avbildar hér med T fran (Z) till () och med

T~ tillbaka till (Z) igen. Forsta raden i denna relation &dr foljande likhet:
w(u(z,y), v(z,y)) = .
Om denna deriveras m.a.p. = s ger kedjeregeln

/o ror
Ty Uy + 2,0, = 1.

Variabelbytet har de tva jacobianerna

! ! / /
d(u,v) _ <uf uy) och d(z,y) _ (mu xlv) 7

(z,y)  \vz v d(u,v)  \Yu ¥

S

och vi kan observera att relationen z/,u’, + 2/ v/, = 1 &r elementet pa rad 1 och
kolonn 1 i matrislikheten
d(z, y) d(u,v)
d(u,v) d(z,y)

Denna likhet giiller naturligtvis pa andra platser ocksa, det ér resultatet om

T-YT (;)) = (Z) deriveras m.a.p. x och sedan m.a.p. y. Nu ger determinantsat-

sen (det AB = det Adet B) att

=F.

det J(T™') - det J(T) =1

ty det E = 1. S om ytforstoringen &r 5 fran zy-planet till uv-planet (det J(T1)),
s& dr den 1/5 fran uv-planet till xy-planet (det J(T)). Sjélvklart, men alltsé be-
visbart generellt, iven om vi hir inte alls har med fullstéindiga bevis. Fran denna
likhet foljer ockséa att determinanterna av jacobianerna inte far vara noll. Ob-
servera dock att poldra koordinater har en jacobian (r) som &r noll i en punkt:
origo.

Exempel 5 Kontrollera sambandet det J(T~1) - det J(T') = 1 for koordinat-
transformationen
T =u—uv
{ Y = uv ’

samt rita kurvskaror.

Detta dr koordinatsambanden fran Exempel 3. Vi kan fran sambanden
genast berdkna jacobianens determinant:

‘d(:c,y) _ ‘(1—1} —u)’ (- o) =

d(u,v) v u

12



Denna koordinattransformation kan inverteras, som vi sag i exemplet:

u=z+y
v= Y
z+y

- | )l
" (zty)? (aC—fy)2 (z +y)? (z+y)?
T+y 1

(r+y)? z+y

Sétter vi in 4+ y = w sa har vi alltsa

‘d(w, y)
d(u,0)

d(u,v)
d(z,y)

1
U

=wu och ’
sé vi far mycket riktigt att

det J(T™1) - det J(T) = u - L
u
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