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5 Lokala och globala extremvirden

I en variabel intréiffar lokala extremvérden i punkter dir f/'(z) = 0, om f &r
deriverbar och det inte #r en randpunkt. Vilken typ av extremvirde det &r
kan ibland avgoras med andraderivatan: om f”(z) > 0 sd har vi ett minimum,
om f”(x) < 0 s& har vi ett maximum. Typisk &r hir f(z) = 22, som har
f'(x) = 2z = 0 endast i origo, och f”(x) = 2 > 0. Det &r mycket riktigt ett
minimum i z = 0.

Men f(x) = 23 och f(z) = 2* har andraderivator som &r noll i origo, da ger
andraderivatan inte nagon information. Detta kan #ven intréiffa i flera variabler.

I flera variabler behover vi alla andraderivator, varfor den féljande matrisen
som bestar av just alla andraderivator #r viktig.

5.1 Hessianen

Antag att f : R? — R. D& dr Hesses matris, eller hessianen, matrisen av alla
andra ordningens derivator:
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Om f:R3 — R #r hessianen
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Om f : R"™ — R har hessianen pa plats (i,7) elementet f;, . Som synes ar
hessianen normalt symmetrisk, eftersom

f// Y
T;x; — J LT

om de dr kontinuerliga funktioner. Denna matris av andraderivator spelar en
stor roll i detta avsnitt, nér vi ska bestimma lokala extremvirden.

Hessianen bor inte forvixlas med jacobianen.

Jacobianen dr matrisen av alla forstaderivator av en funktion f: R"— R".

Hessianen #r matrisen av alla andraderivator av en funktion f : R — R".
Det &r alltsa tva stora skillnader mellan jacobianen och hessianen. Det dr mojligt
att skriva Taylorpolynomet av andra graden med jacobianen och hessianen:

ooy 1) = fe) + 00Ty + 3y ()

ty Jp =V f=(f.,f,) idetta fall. Vi aterkommer till detta.



5.2 Lokala extremvirden

Taylorpolynomet av grad 1 ér som vi sett tangentplanet. I detta avsnitt kommer
vi att anvinda Taylorpolynomet av grad 2 for att bestéimma lokala extremviir-
den.

Ett maximum har funktionen f i en punkt (z,y) om f(x,y) ar storre (>)
#n alla virden i ndgon omgivning runt (z,y), dvs

fl@,y) = flu,v)

for alla (u,v) (ndgon punkt i omgivningen) sa att |(x,y) — (u,v)| < r (omgivnin-
gen, en cirkel med radie r runt (z,y)) och (z,y) € Dy (punkterna maste dver
huvud taget ligga i definitionsméngden for f).

Vi har pa analogt séitt ett minimum om f(z,y) < f(u,v) giller i en omgivn-
ing. Maximum och minimum kalla med ett ord lokala extremvirden. "Lokal",
ty det handlar om ndagon omgivning till punkten.

Man talar ocksad om ett stringt maximum och stringt minumum om
vi har strianga olikheter: "<" i stéllet for "<" respektive ">" i stiillet for ">" i
definitionen ovan.

5.2.1 Finns det extremvirden for ett plan?

En forsta fraga: har ett plan f(x,y) = Ax+ By+C néagra extermvirden? Ja, om
f(z,y) = C, dvs om A = B = 0, s& uppfyller alla punkter (x,y) ovanstdende
olikhet (>) med likhet (=). De uppfyller &ven den andra olikheten, si alla
punkter pa ett horisontellt plan #r bade lokala maximi- och minimipunkter.
Detta dr ett nagot urartat fall.

Om inte bade A och B #r noll sa har planet inga extremvirden alls. Om
A > 0 kan vi alltid fa storre virden genom att 6ka x-vérdet, och mindre vérden
genom att minska z-virdet. Sa vi har inget maximum eller minimum.

5.2.2 Extremvirden i randpunkter till Dy
Men om Dy #r begrdnsad, sa kan ett plan ha extremvéarden. Betrakta

flx,y) =20 —y+3

pa rutan (x,y) € [0,1] x [0,1]. I figuren nedan ser vi nivakurvor — ju tjockare
linje ju hogre virde pa f(z,y).
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Nivakurvor till f(z,y) irutan {0 <2 <1,0<y <1}

Denna funktion har ett maximum i (0,1), p&4 grund av att virdena (z,y) &r
begrinsade till denna ruta. Detta &r den forsta av tre typer av punkt dér
extremvirde kan intréffa. I detta fall intréffar det i en randpunkt till Dy.

5.2.3 Extremvirden i punkter dir f inte &r differentierbar

Den andra typen av extremviirde dr i en punkt dar f ej dr differentierbar.
I spetsen av en kon f(x,y) = /22 4+ y? dr f inte deriverbar (prova partiella
griansvirden lings y = 0, ddr funktionen &r f(z,0) = va? 4+ 02 = |z|). Men hér
har vi ett lokalt minimum, ty f(z,y) = y/2? + y? > 0 6verallt, och f(0,0) = 0.

5.2.4 Stationira punkter

Den tredje typen av extremviirde ér den viktigaste typen. Den intréffar i det inre
av Dy (inte pa randen, det kanske t.ex. inte finns nagon rand, som i Exempel
1 nedan) och i punkter dér f ar differentierbar (de flesta funktioner vi tittar
pa ér differentierbara 6verallt). I en sddan punkt (z,y) méste bada partiella
derivatorna vara noll, dvs

filz,y) = 0och
fylzy) = 0.

En sddan punkt kallas en stationér punkt till f, eller en kritisk punkt. Detta
dr den viktigaste typen.

Ty om nagon partiell derivata inte &r noll, ség att fy(z,y) <0, s& kan vi fa
nagot storre viirden i punkter y = y — k, om k > 0 &r litet, och nagot mindre
virden i punkter y = y + k k > 0 &r litet. Detta reduceras pa detta sidtt bade



till envariabelfallet och det linjira fallet, eftersom funktionen #r lokalt som ett
plan, om den &r differentierbar.
Alla stationdira punkter dr inte nodvindigtvis extrempunkter — punkter dér
f har extremvviirden. Men vi kommer att finna alla extremvirden som inte
intriaffar pa randen till omradet eller i icke-differentierbarhetspunkter om vi
soker igenom alla punkter (z,y) som satisfierar f; (x,y) = 0 och f;(z,y) = 0.
Losning av de tva ekvationerna ger ett fatal punkter. Bland dessa punkter
ligger nédvandigtvis extremvdrdena, utom randpunkter och icke-deriverbarhetspunkter
Hér dr ett mycket enkelt exempel:

Exempel 1 Finn alla extremvirden for f(x,y) = 22 + v

Losning: Funktionen #r definierad pa hela R?, sa det kan inte finnas nagra
extremviirden pa randen. Den é#r differentierbar dverallt. Sa alla eventuella
extremvirden dr nodvindigtvis stationédra punkter, dvs losningar till

fi(xz,y) = 0och
fy(z,y) = 0.
Eftersom
/ 9,2, 9
folz,y) = %(m +y°) =2z och
fylzy) = 2y
far vi ekvationerna
2z =
2y = 0,

med den enda l6sningen (z,y) = (0,0). Eftersom f(x,y) = 2? + y? > 0 for alla
(z,y) méaste detta vara ett lokalt minimum.
Svar: f(z,y) = 2% + y? har ett lokalt minimum i (0,0).

5.2.5 Andraderivator och extremvirden i tvi dimensioner

Hur avgér man om en stationdr punkt #r en extrempunkt? Det kan vi ofta
gora genom att studera andraderivatorna. Lat oss skriva Taylorutvecklingen av

f(z,y) som

fle+hy+k) = flx,y)+ fo(z,y)h+ f(z,9)k +
]‘ ! ! 1 11
S Fee (@)D + £, (2 y) ke + S £ (2, 9)R* + O((h? + K2)/2),

dar % — 0 da (h,k) — (0,0). Dvs O((h? + k2)3/2) — 0 snabbare
#n h? 4+ k2. Denna ekvation forenklar sig betydligt i en stationsir punkt, dir

fz(@,y) =0 och fy(z,y) = 0. Kvar blir da

P,y k)~ (09) = 5 )W+ 2 ()l 5 11, (o )R O(4K2)/2),
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Med beteckningarna A = f;.(z,y), B = f;,(z,y) och C = f7 (z,y),som &r
elementen i hessianen, far vi

flx+hy+k)— flz,y) = %Ah2 + Bhk + %CkQ + O((h* 4+ k*)%/?).

Eftersom O((h?® + k?)3/2) — 0 snabbare &n h? + k2 bestims nu tecknet pa
skillnaden f(z + h,y + k) — f(z,y) for smé& h och k av tecknet pa

%(AhQ + 2Bhk + Ck?).

Observera att om
flx+hy+k)— flz,y) >0

i en omgivning till (x,y),s& har vi ett lokalt minimum i (x,y). Och om
fl@+hy+k) = flz,y) <0

i en omgivning till (x,y),s& har vi ett lokalt maximum i (x,y).
Men denna skillnad &r som vi sag lika med 3 Ah? + Bhk + $Ck? (bortsett
fran O((h? + k2)%/?))

flx+hy+k)— flz,y) = %AhQ + Bhk + %CkQ + O((h? + k2)%/?),

diar O((h? + k?)3/2) gar mot noll sa fort att den #r forsumbar vid sidan av
1 AR? + Bhk + 1Ck2.

Saledes kan man avgora om f har ett lokalt maximum eller minumum i en
stationéir punkt (z,y) genom att undersoka tecknet hos %Ah2 + Bhk + %C’k?
Men detta ir 1 ganger en kvadratisk form med hessianen i centrum:

w0 (5 o) ()

Vi har tidigare sett att om AC — B? > 0 #r detta en paraboloid, och om
AC — B? < 0 #r det en hyperboloid. En hyperboloid har en riktning dir
funktionen dr vixande och en dér den dr avtagande, sa i detta fall har vi inte
nagot lokalt extremvirde. Ar det en paraboloid sa iir det ett lokalt extremviirde
(se Exempel 1, som &r en paraboloid). Om A > 0 #r denna uppétviind (som
i Exempel 1) och vi har ett lokalt minimum. Ar A < 0 si har vi ett lokalt
maximum.

Om AC — B? = 0 sa ger undersokning av andraderivatorna inte nagot re-
sultat. Man far da andvinda andra metoder, exempelvis genom att studera
tredjederivator.

Exempel 2 (801c) Bestim lokala extremuvirden till f(z,y) = 22 —42? + 2wy —
2
Y2



Forst bestédmmer vi alla stationéira punkter, dvs 16sningar till f.(z,y) = 0
och f;(z,y) = 0. Hir blir det ekvationerna
622 —8x+2y =
20 — 2y =
Den andra ekvationen ger y = x, insatt i den forsta ger
622 —8x+2x = 0,
x(l—z) = 0,
Sa stationdra punkter dr (0,0) och (1,1) (anvéind att y = ). Vi undersoker

dessa punkter i tur och ordning.
Andraderivatorna &r

A = fi,=122-38
B = fI =2
C = f,’/’y = -2
Sai (0,0) far vi AC— B? = —8-(—2) —22 = 16 —4 = 12. S& vi har maximum
eller minimum. A = —8 betyder att det dr ett maximum.

I punkten (1,1) far vi AC — B?> =4-(-2) — 22 = -8 —4 = —12. Sa hiir har
vi inte nadgot maximum eller minimum.
Svar: f(z,y) har maximum i (0,0).

/)

2

Nivakurvor f(z,y) = —1 (tunn), = —0.5 (medium), = 0 (tjock)

Fran figuren kan vi utléisa att funktionen har viirdet —1 pa en kurva runt origo,
men funktionen 22% — 422 + 22y — y? har uppenbarligen viirdet 0 i origo (sitt in
z =0 och y = 0). Vi har dirfér ett maximum nagonstans innanfor dglan, och
kalkylen visar att det &r i origo.

I punkten (1, 1) har funktionen virdet 1, och vi har en stationér punkt, men
det finns riktningar som ger hogre virden och riktningar som ger ldgre. Detta



kallas en sadelpunkt. Inget max eller min. En nivakurva som skir sig sjilv
brukar vara en sadelpunkt.

Exempel 3 (801m) Bestim lokala extremvdrden till f(x,y) = x—ly +x+y, vy #
0.

Hér har vi undantagit koordinataxlarna, da far vi noll i nimnaren och f gar
mot oéndligheten dér. Stationiira punkter:

fo(z,y)
f{l(iﬂ, y) =

dvs

alltsa y = % som insatt i den andra ekvationen 1 = xy? ger 3 = 1. Enda

l6sningen dr x = 1, som ger y = 1. Andraderivator &r

2
A = fIl=—
fzz xdy
1

_ no_
B = fry_x2y2
2

_ no_
= Iwm o

s AC — B? i punkten (1,1) &r 2-2 — 1 = 3. Eftersom A = 2 > 0 har vi ett
lokalt minimum i (1,1).

t t t i
0 1 2 3 4

X

Nivakurvor f(z,y) = 3.2 (tunn), = 3.6 (medium), = 4 (tjock)




Exempel 4 (806b) Ar det sant att 222 + 3y% + 4sinz siny > 0 néra origo?

Sitt f(z,y) = 22% + 3y? + 4sinxsiny. Insdttning visar att f(0,0) = 0. Sa
om det dr sant sd méaste f ha ett lokalt minimum i (x,y). Det maste till att
bérja med vara en stationdr punkt. Sa (0,0) maste satisfiera f; =0 = f;, dvs

fi = 4w +4coswsiny =0,
fy = 6y+dsinzcosy =0,

som satisfieras av (0,0, ) (séitt in z = 0 och y = 0).
Vi har andraderivatorna

f:/clz(‘ray) = 4—4Sinxsiny,
foy(@,y) = 0+4coszcosy,
f{,’y(m,y) = 6—4sinzsiny,

s& i (0,0) far vi

A = f,(0,0)=4

B = g’c’y((), 0) = 4,
1
C = fyy(o, 0) = 6.

Sa AC — B? =24 — 16 = 8 > 0, s4, tillsammans med A > 0, gor att vi har ett
minimum. Pastaendet dr sant.
Svar: ja.

-1

Nivékurvor 222 + 3y? + 4sinxsiny = 1 (tjock), = 0.6 (medel), = 0.2 (tunn).

Exempel 5 (813)



5.2.6 Matrisegenskaper: positivt definit, semidefinit och indefinit

Vi far alltsa svar pa vara fragor genom att studera AC' — B2, och eventuellt
tecknet pa A. Ett annat sprakbruk for detta &r att var matris, hessianen, &r
positivt/negativt definit, positivt/negativt semidefinit och indefinit, som vi nu
ska definiera. Om

(h, k) (g g) (Z) > 0 for alla (h, k) s att (b k) # 0

s& dr matrisen positivt definit. Den ér negativt definit om vi byter ">"
mot "<" i denna definition.
En matris édr positivt semidefinit om

(h, k) <g g) (Z) > 0 for alla (h, k).

Da tillater vi att den kvadratiska formen (h, k) <g g) (Z) r noll #ven om
(h, k) # 0.

Om den kvadratiska formen vara bade positiv och negativ for olika (h, k) sa
ar den indefinit.

Vi kan knyta dessa egenskaper till hessianen Hy:s egenvirden A;, Az, pa
foljande sétt:

1. AC — B? >0 och A >0 < Hj positivt definit < Ay, Ao > 0 < stréngt
minimum.

2. AC — B% >0 och A <0 & Hy negativt definit < A\, A2 < 0 & stréngt
maxmurm.

3. AC — B? = 0 <= Hj positivt semidefinit < A1, A2 > 0 < extremvirde??
4. AC — B? = 0 <= Hy negativt semidefinit < A1, Ay < 0 < extremvirde??

5 AC-B?>< 0« Hy indefinit < \; Ay olika tecken & ej extremvirde.

Notera att om hessianen #r semidefinit s& far vi ingen information om vi har
ett lokalt extremvirde eller inte.

Eftersom matrisen &r symmetrisk sa #r den diagonaliserbar. Genom ett

basbyte far vi da
Al 0 h o 2 2
(h, k) (O )\2) (k:) = M h* + A2k”.

Ar t.ex. Ay = 2 och Ay = —5 s& kommer (h, k) = (1,0) att ge virdet A\ h? +
Aok? = 2 men (h,k) = (0,1) att ge viirdet A\;h? + A\ok? = —5. Da #r matrisen
indefinit.



5.2.7 Extrermvirden i tre dimensioner

I tre dimensioner far vi en hessian som ér 3 x 3. Ett sitt att avgora typen &r
att berdkna egenvirdena.

Exempel 6 (813d) Bestim alla lokala extremvirden till
f(xvyvz) = 2552 +y2 +Z2 +2xy+2xz+yz

Stationédra punkter:

fi = 4dr+2y+22=0
fo = 2y+22+2=0
fl = 2242x+y=0.

Vi far ett rent linjért ekvationssystem, som har en 16sning (0,0,0). Ar koeffi-
cientdeterminanten inte noll s& #r detta den enda losningen. Vi far

=44£0.

N DN~
NN
N = DN

Sé den enda stationéra punkten dr (0,0, 0). Men vad har vi for extremviirde, om
vi har nagot?

Denna koefficientmatris rakar vara hessianen. Vi kan bestdmma om vi har
extremviirde genom att beriikna egenvirdena. Men detta visar sig bli en svar
tredjegradsekvation. Det finns en annan vig, som &dr att kvadratkomplettera
funktionens termer, en variabel i taget. Borja med z.

f(xvyaz) = 2$2+y2+2’2+2zy+2zz+yz
= 2@ +a(y+2) +y* + 22 +yz

1 1
= 20" tayt+a2)+<(y+2) - Sy +2)°) +y° + 22 +yz

4 4
= et g g g
= 2(x+g+g)2+%(y2—§yz)+gz2
= 2($+g+§)2+%(y2—%yz+%z27522)+2z2
- 2(x+%+§)2+%(y—%z)2+(%—%)22ZO.

Sé funktionen #r aldrig negativ och noll da (0, 0, 0), vilket &r den enda stationéra
punkten som vi sig ovan. D& har funktionen ett lokalt minimum i (0,0, 0).
Svar: Lokalt minimum i (0,0, 0).
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5.3 Globala extremvirden

De lokala extremvirdena dr maxima eller minima i nagon (liten) omgivning. Det
storsta eller minsta virdet en funktion tar i hela sin defintionsméngd kallas ett
globalt extremviirde. Funktionen f(z,y) har allts ett globalt maximum i
(a,b) om

fla,b) = f(z,y) for alla (z,y) € Dy.

Hér ar vi alltsd intresserade av "for alla (x,y) € D;". Analogt har vi ett globalt
minimum i (a,b) om f(a,b) < f(x,y) giller dverallt i Dy.

Det existerar inte alltid storsta och minsta virde. Exempelvis har envari-
abelfunktionen f(x) = %, x > 0 varken storsta eller minsta véirde. Den har inget
storsta viirde for den &dr inte uppét begriinsad (— oc). Den har inget minsta
virde trots att den &r nedat begrénsad, f(z) > 0 for alla « € Dy. I vilket ¢ man
4n tar s finns det ett b sa att virdet dr dnnu mindre (jamfor definition ovan).

+ + + t
0 1 2 3 4

Varken storsta eller minsta virde.

En metod for att bestdmma ett globalt maximum ér att helt enkelt beréikna
alla lokala maxima och jimfora dem. Den storsta idr det globala maximat och
det minsta #r det globala minimat. Som antyds av exemplet % ovan ska man

vara beredd pa att det kanske inte finns nagot globalt max och min. Aven
randpunkter maste studeras om funktionens definitionsméingd har rand.

Exempel 7 (840) Bestim stérsta och minsta virde for f(x,y) = ze=" V" dd
x>0 ochy>0.

Vi har hir rand och far dela in 1osningen i flera delar. Vi letar efter kandi-
dater till storsta och minsta virde.

A. Inre punkter: z >0 och y > 0.
Hér soker vi lokala max och min, som ges av

2 2 2 2
flo= e Y — 2% T Y =0

o= —2zye Y =0,
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Eftersom e~ =% > 0 kan vi dividera med denna faktor, sa vi far

1—-222 = 0
Ty =

Bada ekvationerna maste (givetvis) vara uppfyllda. Alltsd méaste z = i% och

y = 0. Men det dr en punkt som inte tillhér omradet, de inre punkterna. Saledes
inga kandidater i det inre, inga lokala maxima eller minima hér.

B. Randen z =0y > 0.
Detta ger g(y) = f(0,y) = 0. Detta &r en kandidat.

C. Randen y =0, z > 0. ,
Detta ger g(z) = f(x,0) = ze~* . Hir soker vi min och max som i envari-
abelfallet: ¢'(z) = e — 222" = 0, dvs & = % Detta ger kandidaten
_1
F(5,0) = det — L.

D. Hornet =z =y =0.
Har far vi viiret f(0,0) = 0.

Vi summerar, och jamfér da alla kandidater: 0, \/42—6 och 0. Eftersom max,2 42—, f(z,y) =

reosve " = re~"" — 0 di r — oo sh existerar det ett maximum. Obsevera
ocksé att f(z,y) > 01 definitionsomradet (ty x > 0 dér).

Svar: Minsta virde #r 0 och storsta virde &r \/% Det antas i punkten

(%5.0).
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