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4 McLaurin- och Taylorpolynom

4.1 Repetition av Taylorpolynom i en variabel
4.1.1 Forbéttring av tangenten

Detta avsnitt handlar om de grundliggande idéerna for Taylorpolynom i en
variabel. Idéerna #r niistan samma for flera variabler, bara svarare att éverblicka
péa grund av att formlerna blir lingre.

I en variabel dr som bekant y(x) en tangent till en deriverbar funktion f(x)
i punkten a om:

y(x) = fla) + f'(a)(z — a).

Funktionen y(z) &r mycket nira f(z) nédra punkten a, pa si sétt att de tva
funktionerna har samma virde och samma derivata i punkten: f(a) = z(a) och
f'(a) = Z/(a). Diremot kan f”(a) och z”(a) vara olika.

Men om vi ldgger till en term till sd far vi dven f”(a) = 2”(a). Da ska vi
faktiskt lagga till 3 f”(a)(z — a)?. Det ger

y(&) = F(a) + F (@)~ a) + 5/ (@)(z — a)?

Genom att derivera z(x) tva gnger och sitta in z = a kan man litt 6vertyga sig
om att f”(a) = z"(a), och att f(a) = z(a) och f'(a) = 2/(a) fortfarande géller.
For att detta ska vara mojligt méaste f vara tva ginger deriverbar i punkten (s&
f"(a) finns).

Vi kan fortséiitta pa detta sdtt. Om f &r tre ganger deriverbar i x = a behover
vi en term £ f”(a)(z — a)®, d& kommer funktionen

(@) = f@) + F(@o — ) + 5 (@)(o 0 + 5" (a)(z - a)

att uppfylla f(a) = z(a), f'(a) = #(a), f"(a) = 2"(a) och f"(a) = 2" (a)
— alla derivator upp till tredje ordningen 6verensstimmer. Man kan litt kon-
trollera genom att derivera och sitta in z = a.

Det visar sig att ju fler derivator som 6verensstdmmer i punkten z = a, ju
storre dr det intervall runt a, sig intervallet [a — R, a + R], dir y(x) 4r en god
approximation till f(z) (se nedanstdende exempel med sinz runt z = 0)

Notera att de olika varianterna av y(z) ovan alla &r polynom av allt hogre
grad, och alla derivator ¢verensstimmer med derivatorna till f(x) i punkten
2 = a. Dessa polynom kallas Taylorpolynom till f(z) i punkten a. Vi far ett
Taylorpolyom med hogre gradtal, och en béttre approximation, genom att ldgga



till nésta term i Taylorserien, som ér féljande serie:

fla)+ f'(a)(z —a) + %f”(a)(z —a)®+ ..

= Y M@ -t

k=0

I Taylorserien har vi alltsd med oéndligt manga termer, och vi far ett Taylor-
polynom genom att stryka alla termer 6ver ett visst gradtal. Stryker vi alla
termer av grad 2 och hogre far vi alltsa funktionens tangent i punkten — den
punkt ddr argumentet i detta avsnitt startade.
Symbolen f*) betyder forstas derivata av ordning k :
k
19 = L),

T dak

sa fP)(a) = f"(a), till exempel.

4.1.2 McLaurinserie

I specialfallet a = 0 talar man om en McLaurinserie:
1
F(0) + f(0)z + §f”(0)x2 + .
=1
k=0

Just som for Taylorpolynom far vi ett McLaurinpolynom om vi trunkerar
serien (tar bort alla termer fran ett visst k och uppét).

Hér nedan foljer en foljd McLaurinpolynom till f(z) = sinx, som illustrerar
hur approximationen blir allt béttre nir vi tar med fler termer. Figurerna visar
sin z och dess McLauringpolynom av gradtal 1, 3, 5, 7 och 39.

4
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sinz (tjock) och 32, (—1)F 1 £ (tunn).

Med gradtal 39 sviinger polynomet som synes mycket néra funktionen sin x —
i mer dn fyra perioder av sin z. De sammanfaller ungefér i intervallet (—15,15).
Med hogre gradtal skulle vi f& 6verensstdmmelse i ett dnnu storre intervall.

Det gar bra att gora denna konstruktion ty sinz ér 39 ganger deriverbar.
Funktionen sin z dr t.o.m. odndligt deriverbar, vilket definitionméssigt bety-
der att (;‘i—k;ﬂ sinz dr kontinuerlig for alla naturliga tal k, och for alla x.

4.1.3 Intervallstorlek och restterm

Kan vi avgora hur stort intervall de tva overensstdmmer? Vi vill da uppskatta
felet

rggf\f(w) — pn ()],

dér p,(z) dr Taylorpolynomet av grad n till f(x), och I &r det intervall vi &r
intresserade av. Vi kommer att betrakta intervall runt 0 av lingd 2R, alltsa
I =] — R, R[. Det visar sig att felet kan uppskattas med nista derivata (f"+1)),
pa foljande sitt:

(n+1) Rn+1

max |f(z) — pa(2)] < Lonax |f (x)lr ik

Man kan visa detta med upprepad partiell integration, vi utfor detta for n = 2 :



f@) = fO0)+ / F()dy = £(0) + / L f/(y)dy = (P1}
= O+ [y —) F W - / (v — ) - ”(y)dy = {insttning av
grinser} = f(0)+0- f'(z) — (—z)f(0) — /;(y —x)- f"(y)dy = {PI}

= ) +af O - - 2P SIS+ [ -0

= JO o O) 4 5220+ [ 5= )y

Avvikelsen mellan f(z) och f(0) + zf/(0) + 122 f”(0) &r saledes

| 522" W

Denna storhet dr maximalt

[ ool < g [ w- el el

1) < maxl ]} < gmaxl W) [ - 0Pdy

IN

3
= S max| ()5
I intervallet [—R, R] &r detta maximalt om = = R,sa vi har
3 R
max |f(z) - p2(2)] < Jhax |£3) (2) R

For f(z) = sin vet vi att max,c[_p gy [T (z)| < 1 (eftersom alla deriva-
tor av sinz &r £sinz eller +cosz, sa dr virdet av |+ ()| hogst 1) sa om
felet ska vara hogst 0.1 sa far vi kravet

n+1
LY
(n+1)!

dvs vi har ett krav pa R :

R < "R/0.1(n+1).
Man kan berikna att /0.1 -40! = 14.886, vilket stimmer utmérkt med vad vi

kunde se i figuren (6gonmatt gav 15). Obervera att 40! = 8.16 x 1047 &r ett
gigantiskt stort tal.l

1
!Stirlings formel siiger n! & (2)", s& V/n! & [(Z)"]% = 2. Det stémmer bra hir ty
% =2 14.715 och intervallens lingd okar ungefér linjirt med McLaurinpolynomets gradtal.



Man kan skriva detta som att
f(@) = pu(z) + O(z" ),

vilket betyder att skillnaden f(z) — p,(x) gar mot noll minst som Cz"*! da
x — 0. Detta kan ocksi sigas som att (f(x) — p,(x))z~ "1 #r en begrinsad
funktion nira 0.

4.2 Taylorpolynom i n variabler
4.2.1 Tva variabler

Betrakta grafen av en funktion f(z,y), dvs planet z = f(z,y) som en yta i R3.
Funktionen #r differentierbar i en punkt (a,b) om det finns konstanter A och B
s& att det finns ett plan z = f(a,b) + A(z — a) + B(y — b) som &r en mycket bra
approximation till f(z,y) nira (a,b). Namligen s& bra att

|f(z, ) — (f(a,b) + A(z —a) + By —b)| = \/(z — a)® + (y — b)?p(x — a,y — b)

dér p(h, k) — 0 da (h,k) — (0,0). Faktorn \/(z — a)? + (y — b)2 gar mot noll,
och faktorn p gor att f(a,b) + A(xz — a) + B(y — b) approximerar f(z,y) 4nnu
bittre &n nagot annat plan genom punkten. Da dr A = f; (a,b) och B = f; (a,b),
och planet &r givetvis tangentplanet

2(z,y) = f(a,0) + fr(a,b)(z — a) + f,(a,b)(y — b).

Vi kan ocksé tala som de tvd funktionerna f(x,y) och z(z,y), dir z(z,y) =

f(a,b) + fi(a,b)(x —a) + f;(a,b)(y — b) ju ér ett forstagradspolynom i tva vari-
abler, som dr mycket nira varandra néra punkten (a,b), om f dr differentierbar
i denna punkt. Funktionen z(z,y) gir genom (a,b) ty séitter vi in x = a och
y = b sa far vi

z(a,b) = f(avb) + fg/c(a'a b) -0+ f;/(a,b) 0= f(a,b),

och z(z,y) har dven samma partiella derivator som f(z,y) i (a,b), ty om vi
deriverar z(z,y) = f(a,b) + f;(a,b)(x — a) + f,(a,b)(y — b) partiellt m.a.p. z
sa far vi

20 (z,y) =0+ fl(a,b)-1+0,

och sedan siitter in (a,b):
Z;(aa b) = f:lc(a’ b)

Péa samma séitt kan man kontrollera att z; (a,b) = f;(a,b).

Med ett Taylorpolynom kan man hitta en yta som anpassar sig éinnu béttre
#n ett plan till f. Tangentplanet z(x,y) #r Taylorpolynomet av grad ett (om
inte f;(a,b) och f;(a,b) bada &r noll, da det har ligre grad), vi kan beteckna



det med z(z,y). Man far Taylorpolynomet av grad 2 genom att ldgga till
andragradstermer. Det ser ut som foljer:

2(z,y) = fla,b) + f(a,0)(z —a) + fy(a,b)(y — D)

g S )@ — a)? + £, (0, B) — @)y — ) + 5 f (D) — B

Funktionen zo(z,y) #r (i allménhet) inte ett plan, utan en andragradsut-
tryck. Eftersom 22 inte forekommer dr det en elliptisk eller hyperboloidisk
paraboloid, eller en parabolisk cylinder.

Men varfor ser andragradstermerna ut just pa detta sétt:

1

S0, B)( — ) + £ (a,D)(x — a)ly — B) + 5 0, B)(y — D)7

Svaret &r att f och z har samma viirde i punkten (a,b) och samma partiella
derivator av alla ordningar t.o.m. 2. Det &r klart att

seaa(ey) = ae[Flab) + fia,b)@ —a) + fj(a by~ )

@)~ a)? + £ (@.b)(z — a)(y )+ & fy(a.b)(y — b))
= [u(a,0) + 0+ fi(a,b)(z — a) + f7,(a, ) (y — b),
s& om vi sétter in (x,y) = (a,b) far vi

%(a,b) = fula,b) + 0+ fr.(a,b)(a—a) + fr,(a,b)(b—b)

= fa/c(a'v b),

s& #dven funktionerna f och z; har samma partiella derivator av ordning ett i
punkten (a,b). Vi kontrollerar hirnést f;/, och f7/,

L [72(a,b) + Fha(a, D) — a) + 2, (o )y — b))

2302 (,Y)

= f;l:c (2,b)
och
0
Z/QIxy(z’ y) = a_y[f:{r(a‘v b) + fg/c/x(a’ b)(l‘ - a) + fg/c/y(aa b)(y - b)]
= f;@;(za b)
Det foljer att 25, (a,b) = fi,(z,b) och 25, (a,b) = f; (2,b). P4 samma sitt

kan vi visa att z3,, = f,\, 1 punkten (z,b). Vi ska se senare att om vi ligger till
termen

%(fé’iz(a» b)(z—a)’+3£17, (a,0)(x—a)*(y=b)+ 1y, (a, b) (x—a) (y=b)*+ £y, (a, b) (y—0)*)



till zo(x, y) s& far vi z3(x,y) som har samma partiella derivator som f(x,y) upp
t.o.m. ordning 3. Det &r inte svart att derivera detta polynom tre ganger och
kontrollera de partiella derivatorna. Detta &r Taylorpolynomet till f(z,y) av
ordning 3.

Vi tittar nu pa ett nagot annorlunda sétt att beskriva Taylorpolynom. Om
vi nu byter variabler, byt (z,y) mot (z + h,y + k) och (a,b) mot (x,y), s& kan
29 skrivas

1 1
2 (wth, y k) = f@,y)+Fi (@ )bt fy (2, )kt 5 £ (2, )+ £, (@, y) b5 £ (2, y) k2.

Notera att

(%Jra%)f(x,y) = fu(z,y) + f(z,y) och
AN

AN
(5 +35) F@) = £l + 302 000) + 3025, 0.0) + Sy fo.0).

fin(@,y) + 26, (2,9) + fy, (2, y), och

Alltsa kan man skriva z9 som

B) B 1/ 0 0\?
sa(ot by +8) = flo) + (g + 03 ) Foa) 5 (g + b0 ) @)

Det &r klart att vi &ven kan tala om Taylorpolynom av grad 3, som blir

2
aerhy k) = S+ (hgp g ) ) + 5 (hgr +hah) T +

1/ 0 o\?*
+6 <h%+k8_y> f(z,y),

helt analogt med envariabelfallet. Generellt far vi Taylorpolynomet av grad n
som

1,0 aY\
h k) = —(h=—+k=— .

Detta &r inte siikert helt korrekt pa sa sétt att gradtalet dr inte n, utan lidgre
in n, om (ha% + k;a%) f(z,y) = 0. Exemplet sin x ovan, i envariabelfallet, har

inget McLaurinpolynom av grad 2 eftersom f”(0) =sin0 = 0.



4.2.2 Tre variabler
I tre variabler far vi pa analogt sétt
n 7
1 0 0
wEthythz+) =) (h— iw +Z—> .y, 2).

il F)
1=0

Taylorpolynomet av grad 3, exempelvis, ér da utskrivet som foljer:

w(x+hy+kz+l) = flx,y2)+ fole,y 2)h+ f(x,y,2)k+ fl(z,y,2) +
3 T, VW 3 o, DR g fL (2, 2)P
+fay (@, y, 2)hk + fi (x,y, )bl + f, - (x,y, z)kl.

Man kan kontrollera detta genom derivering — att se att zo och f har samma
partiella derivator i (x,y) upp till ordning 2.

Exempel 1 (701b) Bestim McLaurinpolynomet av andra graden till eV cos(x+
Y)-

Vi anviander hir envariabelutvecklingarna

x

1
e 14z + =22, och

2
1
51’2.

Q

cosr ~ 1-—

Inséttning ger

1
e = 14xzy+ §x2y2, och
1 2
cos(z+y) =~ 1—§($+ZJ) ;
och vi far
» 1,5, 1
eYeos(x+y) = (1+xy+§ﬂcy)(1—§(fﬂ+y))=

1
= 1+xy—§(9c+y)2+...

1 1
1— 292 — =224 ...
2y 2:E+

Alla termer av hogre grad &én 2 representeras av "...".

Svar: McLaurinpolynomet #r 1 — §y 1 2.

Exempel 2 (702c + approximation) Bestim Taylorpolynomet av andra graden
till f(x,y) = /y — x +sin(2z — y) i punkten (1,2). Vad dr f(0.9,2.1), approz-
imativt?




Man kan antingen berikna alla virden f(1,2), f7(1,2), f;(1,2), fi,(1,2),
2y (1,2) och f (1,2), eller berdkna McLaurinpolynomet till

gz, y) = fla+ly+2)=(y+2) — (@+1)+sinx+1)— (y+2)
= Vy—x+1+sin(2z —y).

Vi har envariabelutvecklingar

1 1,
ViFl ® 1+ 5.% — gCL' ,
sint ~ = -——-z"°.
Sa vi har 1
sin(2x — y) ~ 20—y — 6(21‘ — )3,
och inséttning av y —x + 22 — y — %(23: —y)P =x— %(235 —y)? i utvecklingen
av 2z —y — +(2z — y)* ger

1 1
Vy—z+1+sin(2z —y) =~ 1+§(x—g(2x—y)3)
1 1
—gle— 522~ y)°)°
11,

Termen %(2110 — y)3 behover inte tas med for den &r av ordning 3.
Vi far nu f(z,y) = gz — 1L,y —2) som 1 + 3(z — 1) — §(x — 1)
Approximation med Taylorpolynomet ger

1
F(09,21) & 14 5(0.9 — 1) = 5(0.9 — 1)* = 0.94875.

1
8
Svar: Taylorpolynomet av grad 2 &r 143 (z—1)—3(x—1)?, och £(0.9,2.1) ~
0.948 75.
Vilket fel har en Taylorutveckling? Jo,
flz+hy+k)= zn: 1 h3 + ki if(x y) + O((v/h2 + k2)"Th).
’ il \' Oz Ay ’

=0
Felet dr O((v/h2 + k2)"T1). Man siger att felet dr av ordning n + 1.

Exempel 3 (710) Bestim Taylorutvecklingen av ordning 2 till den funktion
2(x,y) som defineras av 2> — 2wz +y = 0, i punkten (1,1,1).



Implicit derivering m.a.p. = ger
3222 (z,y) — 22(x,y) — 222L(z,y) +0 =0,
som insatt (1,1,1) ger
320(1,1) —2 —22..(1,1) = 0,

dvs 2!/ (1,1) = 2. Deriverar vi ekvationen ovan igen m.a.p. z s& far vi

1"

GZ(x,y)Z;(SE,y)Q + BZQZacx(m’y) - 22;(2B,y) - 22;(2B,y) - 2$Z;c/:c($7y) =0.

Vid insdttning av (1,1,1) kéinner vi nu 2(1,1) = 2, s& vi kan bestdmma
2 (1,1) :

24+ 32/ (1,1) —4—4— 22" (1,1) =0,
dvs 2/ (1,1) = —16.

Nu ger derivering m.a.p. y

32223'1(:& y) — 2zz,(x,y) +1=0,

och vi far z;(1,1) = —1.
Deriverar vi denna ekvation m.a.p. x sa far vi tag pa 27, (1, 1). Deriveringen
ger

sa med 2, (1,1) = 2 och 2, (1,1) = —1 far vi
—124320,(1,1) +2 =22/, (1,1) + 0 =0

och z,,(1,1) = 10.
Deriverar vi den y-deriverade ekvationen en gang till m.a.p. y sé fas

6z(x,y)z, (2,9)* + 32%2, (v,y) — 222, (x,y) =0,

och insittning av (1,1,1) och 2(1,1) = 2 och 2 (1,1) = —1 ger nu
6+ 320, (1,1) — 22/ (1,1) =0,

sa z,,(1,1) = 6.
Da blir Taylorutvecklingen
2(1,1). + 20 (1,1).(z — 1) + z;/(l, 1).(y—1)
1 1
+570(L 1) (2 = 1) + 27, (1, 1)-(z = Dy = 1) + 525, (1, Dy — 1)°
1+2z—-1)—(y—1)—8(xz—1)>+10(z —1)(y — 1) + 3(y — 1)*
5+ 8z — 17y + 10xy — 82 + 3y°.

Svar: Taylorpolynomet ér 5 + 8x — 17y + 10xy — 822 + 3y2.

10



Exercise 4 (711) Visa att

r+y+22+3w=>5
r—y+dz+wd=5

definierar en funktion z(x,y) i en omgivning till (z,y, z,w) = (1,1,1,1). Bestim
dess Taylorutveckling av ordning 2.

Hir ér jacobianen
O(Fy, Fy) (322 3
d(z,w) ~ \ 4 3uw?

som i (z,y,z,w) = (1,1,1,1) har virdet

(5 3)

och determinant skild fran noll. S& sambanden definierar lokalt bade en funktion
2(@, ) och w(z, y).
Om vi deriverar implicit m.a.p. x far vi

1+ 3222 (2, y) + 3w, (z,y) =0
144z (2, y) + 3w?w,(z,y) =0
och inséttning av (z,y, z,w) = (1,1,1,1) ger

14325(1,1) + 3wl (1,1)
1+42(1,1) + 3w, (1,1)

Il
oo

Losning av det linjédra ekvationssystemet ger z/(1,1) = 0 och w},(1,1) = —1/3.
Om vi deriverar implicit m.a.p. y fas

1+ 3222;1 + Sw; =0
-1+ 4z;/ + 3w2w; =0

och inséttning av (z,y, z,w) = (1,1,1,1) ger

1432, + 3w} =0
—1+4z, + 3wy, =0
Vi har igen ett linjirt ekvationssystem, med losningen 2 (1,1) = 2 och wj (1,1) =
-3/7.
Vi far da Taylorpolynomet av grad 1 till 1+ 2(y — 1).
Svar: 14 2(y —1).

Exempel 5 (704b) Ange det storsta m sd att f(x,y,z) = O(r™) dir r =

vVarZ2 +y? + 22 och

f(x,y) = coszcosycosz — cos(z +y + 2).

11



1,.2

Med cosz ~ 1 — 52° + 2—14304 far vi

1 1 1 1 1 1
1__ 2 _4 1__2 _4 1__2 _4
(1= g2+ o2 )= g™+ o) (L= 527+ 5127)
1 1
—(Il=5@+y+2°+ 5 @+y+2)"
_ 1 2 1 2 1 4 1 2
= 2:1c 2y —|-243: 22 + ...,

si f(x,y) = O(x?).

Svar: n = 2.
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