Lésningsférslag till Tentamen i 5B1202/1 Differentialekvationer och transformer I,
del 1
Mandagen den 15 december 2003 kl. 14.00-19.00

1. (a) Den linjira ekvationen 3’ = y har 16sning y(¢) = yoe', som existerar for alla ¢.
Den ickelinjira ekvationen gy’ = y? ir separabel och 16ses enkelt genom en integration

(y # 0):

d 1
—gzdt vilket ger — = =t+ C.
Y Y
Dérfor har vi att y(t) = ¥0; (om y(0) = 0 sé &r y(t) = 0). Notera att om y(0) =

yo > 0 existerar denna 19sning endast for ¢t < 1/yp.

(b) Den forsta ekvationen &r linjir och eftersom koefficienterna dr kontinuerliga
overallt existerar 16sningen Gverallt (Theorem 2.4.1). Den andra ekvationen &r icke-
linjér och uppfyller villkoren fér Theorem 2.4.2, men i detta fall &r inte 16sningen
garanterad att existera for alla ¢ vilket ocksd &r fallet fér 16sningen av den andra
ekvationen svarande till y(0) = 1.

2. Laplacetransformering ger Y, (s) = H(s)Y;(s), vilket for testsignalen blir

Detta ger att H(s) = 1/s2 (sd h(t) = t). Nu om v;(t) = e, dvs Y;(s) = 1/(s + 1),
s& blir ) ) . )

Y,=HB)Y;s)=———=%5+ —+ ——
“ (8)¥i(s) s2(s+1) 32+ s +s—|—1

och invers-Laplacetransformering ger svaret y,(t) =t — 1+ e".

3. A har karakteristiska ekvationen
0=(1-X(=2-2)—-4=2+X-6=(A-2)(A+3).

Till egenvirdet A\; = 2 hor en egenvektor &; = (1,1)T och till Ao = —3 hor en
egenvektor &g = (1, —4)7T.

(a) Fasportrittet dr en sadelpunkt, se sid 376, figure 7.5.2(a) i Boyce-diPrima, se-
venth edition.

(b) A kan alltsa diagonaliseras:

RO HEARES

Detta ger da att
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(c) Den allménna lésningen kan antingen skrivas

b
_ At (O
X=e <b2> 4+ Xp

X = 61616% + 02626_:% + Xp-

For att finna en partikuldrlésning x, gor vi ansatsen x = (At + By, Aot + BQ)T.
Insatt i ekvationen ger

eller

A1 =B+ by
0=A4;+A4,—9
Ay = 4By — 2B50 = 4A, — 2A,,

vilket har 16sningen A; = 3, Ao =6, B; =2, och By = 1.

4. (Chebyshevs ekvation.)

(a) x = 0 &r ordindr punkt, analytisk 16sning y = > °° ja,z". Punkten z = 1 &r
reguljirt singuldr och ansatsen |z — 1|" >°>° ( an(z — 1)", r € C &r lamplig.
(b) Den forsta ansatsen gors, vilket ger

o0

Z(n(n —1Dapz™ 2 —n(n — 1)apz™ — napz™ + 4a,z™) =0

n=0
Ur detta bestdms pa standard sétt att ao = —2ag, a3 = —a1/2, och a4 = 0. (D&
« dr heltal blir antingen y; eller yo ett polynom (med beteckningar som i bokens
Theorem 5.3.1). I vart fall &r ag(1 — 2z2) en 16sning.)

5. (a) Infor y = 2’ vilket ger systemet

=y
y' =22 + 3z

som har kritiska punkter (0 =y, 0 = z(z +3)) i (0,0) och (—3,0). Jacobianmatrisen

ar
0 1
2c+3 0

I punkten (0,0) har matrisen egenviirden A = ++/3, si punkten &r en (instabil)
sadelpunkt for det lineariserade sytemet savil som for urpsungssystemet. I punkten
(—3,0) har matrisen egenviirden A\ = 441/3. Det linjéiriserade systemet har siledes
ett (stabilt) centrum, men ingen definitiv slutsats kan dras for ursprungssystemet i
denna punkt. Se Table 9.3.1.

(b) Enligt Theorem 9.7.1 maste en periodisk 16sning omsluta minst en kritisk punkt.
Eftersom systemet saknar kritiska punkter i halvplanet > 0 sa finns ingen periodisk
16sning. (Vi kan faktiskt fa ut mer ur Theorem 9.7.1, nidmligen att det inte finns
nagon periodisk 16sning helt i halvplanet x > —3 eftersom (0,0) dr en sadelpunkt.)
Alternativt kan man se svaret direkt ur ekvationen: " = 243z > 0 for £ > 0 medfor
att z'(t) dr viixande vilket omojliggor (z'(t + 1) = z'(t)) en periodisk 16sning.
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6. Skriv ekvationen som Mdzx + Ndy = 0 och multiplicera med den okéinda funktionen
p = p(t), t = zy. Det maste gélla att (uM)y=(uN); (de partiella derivatorna map
y respektive ). Detta ger att

pyM + pMy = pp N + pNg
eller omskrivet att
pyM — ppN = pu(Ny — My).
Eftersom p; = p’ y och py = p' x blir den senare ekvationen
W (@(®y? + ay)y — y(a®y® — D) = p(3z°y* — 1 — 3a%y” — 2ay)
eller forenklat
W (z%y? + zy) = p(—1 — 2zy).
eller med t:
W (@) + 1)+ pt)(2t+1) =0,
vilket &r en linjar férsta ordningens ekvation. Notera att vansterledet ar

d

Z(w)(# +1).

Detta implicerar att y = C/(t? +t) (vi viljer C = 1) forutsatt att t> + ¢t # 0 eller
ekvivalent att zy # 0 och zy # —1.

Tillbaka till ursprungsekvationen. Vi vill bestdimma ® sa att
d® = pMdx + pNdy =0

. Har att &, = uM = y, integration ger ® = zy + h(y). Deriveras detta partiellt
map y far vi &, = z + h'(y) som ska vara lika med pN. Detta ger att h'(y) = —1/y.
Till slut har vi da att

®(z,y) =2y —In|y| = C,

som ger en skara implicita l6sningar. I undantagsfallen zy = 0 och zy = —1 ser man
latt att y(z) = 0 4r en 16sning och att y(z) = —1/z,  # 0, 4r en annan 16sning.



