Losningsforslag till Tentamen i 5B1202/1 Differentialekvationer och transformer I,
del 1
Mandagen den 13 april 2004 kl. 14.00-19.00

1. Separera variablerna genom att forst flytta éver 16z, 3y%y’ = 2xy® — 16z och sedan

2,,!

for y # 2. Integrering ger
In|ly> — 8| =2>+C

sé att y3 — 8 = De® och slutligen svaret (notera att y(x)=2 loser ekvationen):

2

y(z) = (8 + De™)s,

dar D ar en godtycklig konstant. b. Den enda l6sningen som ar begrinsad ar uppen-
bart y(z) =2 dvsda D = 0.

2. a. Vi finner egenvirden och egenvektorer: systemmatrisen A har den karaktiristiska
ekvationen

0=0B-N(-1=-X)+4=-1)72%

Sa systemet har ett dubbelt egenvirde A = 1. Motsvarande egenvektor ges av

3—1 —4 A 0
1 -1-1) \u 0/’
till exempel & = (v1,v2)" = (2,1)'. Ekvationssytemet har alltsd en instabil oegentlig
nod i origo.

b. Den kritiska punkten ges av

0\ (3 —4\ [z _ 2

0/ \1 -1) \a 0/’
dvs punkten (z1,z2) = (—2, —2). Se bokens Fig. 9.1.4 for ett fasportrétt av en oegent-
lig nod. Men i detta fall &r den placerad i (—2, —2). Den generaliserade egenvektorn

n = (w1, ws) som ges av
3.1 4\ _ (w) (2
1 -1-1 - w9 1 ’

t ex n = (1,0)".

3. Vianvénder oss av reduktion av ordning metod d v s stker vi lésningen till inhomo-

gena, ekvationen i form
X

y(z) = z(z)e
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med en ny obekant funktion z(z). Vi har da
V() = (@)e” + 2(@)e"
y'(z) = 2"(z)e” + 22/ (z)e” + z(z)e”
och inséittningen i ekvationen ger oss
2" (x) — 2/ (z) = 322,
Om u(z) = 2'(z), da far vi ekvationen av forsta ordningen

u'(z) — %u(m) = 3.

Integrerande faktorn till den &r

p(w) = eXP(—/d—w) =exp(—Ilnz) = 1

xZ xz

och efter multiplication med den ekvationen blir

2 g
z z?
eller
d (u(z)) _
dr \ =z N
Integrering ger
u(z) =3z +C
x

eller

Vi hittar sedan

och kommer till svar

4. Skriv ekvationen som y” 4+ 3y’ 4+ 2y = u (t) — uo(t), dir u. ir Heavisides stegfunktion
som i boken. Laplacetransformering ger

e ® 1

$%Y(s) — s — 14+ 3sY(s) —3+2Y(s) = 3

eller forenklat
s+4 e $—-1

YO = 630619 T 610612

Inverstransformen av det forsta braket ar lika med (L28,1.29)

2¢—2t _ ot —e~2% 4 ot B
1 1
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och med hjilp av L30 har vi

1 S 1-2et4e? 1y,

GIDGeTY) T e —2f ¢ T =)

-1
{ s
Detta ger slutligen att

y(t) = 3e7t — 272 — h(t) + u(t — 1)h(t — 1).

5. Vi soker forst kritiska punkter. Da far vi systemet

z(l—y+z)=0;
—zr—y=0.

Det har tva losningar: (0,0) och (—1/2,1/2) som é&r kritiska punkter till systemet.

Den Jakobianska matrisen till systemet &ar
l-y+2z —=z
! _

For den forsta kritiska punkten (0,0) far vi matris av det lineariserade systemet

(1 0).

Den har egevirdena +1 som stdmmer till fasportritt av typ sadel. For att rita den,
skall man veta ocksa egenvektorer. For Ay = 1, far vi egenvektor

som ger oss “stabil riktningen” ldngs y-axel for sadelpunkt.

Foér den andra kritiska punkten (—1/2,1/2), far vi matrs av lineariserade systemet

A (—1/2 1/2>.

-1 -1

Den har egenvirdena Ao = —3/4 & iv/7/4 som stimmer till stabil spiral. For att
skissera fasportritt nira den kritiska punkten, skall man veta rotationsriktningen
av spiralen. Vi viljer t ex punkten (—1/2 + ¢,1/2) néra den kritiska punkten (dér
€ dr nagot litet positivt tal) och vi far i den punkten z’ = ¢(—1/2 + €¢) < 0 och

y' = —e < 0. Det ger oss medsols rotationsriktningen.
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6. Vi skriver om ekvationen pa formen

W (z) + (1 + %) (@) ~ Su(z) = 0.

Vi har da
zp(z) = (z +1/2) och z%q(x) = —3z/2.

Det &r reguljara funktioner vilket visar att zo = 0 &r en reguljir singuljir punkt. Vi
far ocksa pgp = 1/2 och go = 0 vilket ger indicialekvationen

rfr—1)+7r/2=0

som har tva rotter r; = 1/2 och ro = 0. Vi har 1 — 79 = 1/2 som &r icke-hel tal och
det visar att det finns tva linjirt oberoende losningar i form av potensserie

o0
ur2(z) = Z an(ﬁ,g)x"”l’?.
n=0

Nu sétter vi 16sningen i form av potensserie

oo
u(z) = Z apz"t"
n=0
till ekvationen. Vi far

2z (z) = 2 Z an(n+r)(n+r— 1);(:"”_1 =[byte n=m+1] =

n=0

o
= Z 20,11 (m + 1+ 1)(m+r)z™" =

m=—1
o
= 2aor(r — 1)a" "t + > 2ap41(n+ 7+ 1)(n+ 1)z (1)
n=0
00
2zu/ (z) = Z 2an(n + )z
n=0
e 00
yl(x) — Z an(n_'_r)‘rﬂ‘f"l'—l — [byte n = m+1] = Z am+1(m_+_,r.+1)xm+7' =
n=0 m=—1

o
= agrz" " + Z ant1(n+7+ 1)z, (2)

n=0

Alltihop ger oss

o
ap (2r(r—1)+r) :crfl—i-z (2an+1(n—l—r—i—l)(n+r)+2an(n+r)+an+1(n+r+1)—3an)a;"+r =0.

n=0
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Den forsta termen blir 0 p g a val av r = 1/2 eller r = 0. Den summa blir 0 om alla
koeflicienter &r 0 och vi far rekursionsformel

2n + 2r — 3
n+r+1)2n+2r+1)

an41 = _an(

Om r = 1/2 da far man fran den

och vi far en 16sning
2
ui(z) = ag <x1/2 + 5303/2)

som &dr svar till uppgiften. Om r = 0, da rekursionsformel ger koefficienter av en
odndlig serie fér 16sningen us.



