Losningsforslag till Tentamen i 5B1202/1 Differentialekvationer och transformer Il,
del 1
Tisdagen den 20 augusti 2004 kl. 14.00-19.00

1. Separation av variablerna ger

e —1 sin 2z
dy = dx,
ey COS T

som efter forenkling (dubbla vinkeln formel) blir
(e — e Y)dy = 2sin zdzx.
Integreras detta far man
e +e ¥ =-2coszx+C
vilket kan skrivas som
coshy = —cosz + C/2.
Da fas y(z) = (—cosz + C/2). y(0) = 0 ger ekvationen for C:

cosh0 = —cos0 + C/2

vilket 4r 1 = -1+ C/2,sa C = 4.

2. Man berdknar egenvirden och egenvektorer till systemmatriserna.

(a) Har ser man direkt att egenvirdena &r 2 och 3, med motsvarande egenvektorer
(1,0) och (0,1). Punkten &r en instabil nod.

(b) Ekvation: A2 — 1 = 0, vilket ger egenviirdena A\ = +1. Egenvektor for A = 1 t
x (1,1) och for A = —1 t ex (2,1). Punkten &r alltsa en sadelpunkt, som alltid ar
instabila.

(c) Ekvation: A2 — 6A++/9 — 18 vilket ger losningarna A = 3 4 3i. Den kritiska
punkten (0,0) dr saledes en instabil spiral. I punkten (1,0) dr 2’ = 4 och 3/ = 5
(genom inséttning i ekvationen), fran vilket man ser att rorelsen gar motsols.

Se boken kap. 9.1 for figurer.

3. Integralen som ingar i ekvationen &r faltningen av y(¢) och cost. Det &r naurligt
att da tillimpa Laplacetransformen. Om Y (s) dr Laplacetransformen av y(¢), blir

ekvationen )
s

Y(s)—4(0)-Y = -

V() = (0) = V() =

Insédttning av begynnelsevillkor ger oss

vilket ger
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Inverse Laplacetransform ger da

4. Alla Iosningar dr en linjir kombination av tva linjirt oberoende 16sningar. Lat yo
vara en 16sning linjért oberoende av ¢sin#2. Vi studerar Wronskianen som blir

tsin t2 Y2

. ,92 .
W(tsint’,yz) = det (sint2 +2t2sint? g

) = tsint?yh — ya(sint? + 2t2 cos t?).

Notera att detta uttryck &r 0 for ¢ = 0 oavsett y2, men & andra sidan dr en Wronskian
alltid icke-noll (konstant dessutom, faktiskt) for tva linjirt oberoende 16sningar till
ekvationer av denna, typ. Darfor dr det oméjligt att ¢sint® dr en losning.

5. For att (1,1) ska var en kritisk punkt, masye bada hogerleden vara 0. Insittning av
z =y =1 ger oss villkoret

—T7a+b—-3=0
—a’+1=0.

Vifara=1,b=10eller a = —1,b = —4.

Jakobimatrisen till systemet &r
—2y—1 —Ta — 2z
2y —3 —a’+1+4+2z)°
For paret a = 1, b = 10 har det lineariserade systemet i punkten (1,1) matrisen
-3 -9
-1 2/

1
Mg:gpaiVE)

Den har egenvirdena

som motsvarar till sadel for det lineariserade systemet. Det ursprungliga icke-linjira
systemet har ocksa fasportritt av typ sadel.

For paret a = —1, b = —4, har det lineariserade systemet matrisen
-3 5
-1 2)°

1
MﬂZgFliVa

Den har egenvirdena

som ocksd motsvarar en sadel for bade lineariserade och ursprungliga icke-linira
systemet.
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6. Ekvationen kan skrivas om till

5 1 1
I !
i ——y=0.
v+ (235 + 2) Y72
Den har zg = 0 som en reguljar singuldr punkt. Den indiciala ekvationen blir

r(r—1)+gr20

som har rotter 71 = 0 och 7o = —3/2. Rotterna skiljer inte sig med ett heltal och da
har ekvationen tva linjirt oberoende 16sningar i form av potensserier:

y1(z) =ag+az+asz®+...

och
yo(z) = 2732 (bg + brz 4 boz? 4 ...),

dir ag # 0 och by # 0. Alla losningar till ekvationen har formen

y(z) = Cry1(z) + Caya(z).

Om vi antar att lim,_,oy(z) = 0 for nagon 16sning, da vi far forst Co = 0 (eftersom
annars blir 16sningen y(x) obegrinsad nira zy = 0) och sedan C; = 0 (eftersom
lim,_,o y1(z) = ap). Alltsa, den enda losningen som uppfyller lim, o y(z) = 0 4r den
triviala losningen y(z) = 0.



