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NAGRA ORD OM APPENDICES

Bihangen har helt olika karaktir. Foljande fyra bihang finns medtagna for fullstindighets skull och
ar framst avsedda for de sdrskilt intresserade:
Appendix A
Appendix C
Appendix D
Appendix E
Diremot borde Gvriga appendices kunna intressera en vidare lisekrets.

-Appendix B beskriver kartfattat Gibbs' fenomen,-vilket torde héra till den matematiska allman-
bildningen.
Appendix F &r bara en omskrivning av avsnitt 2.3 {6r ett ortogonalt i stallet f6r ett ortonormerat
funktionssystem.
Appendix G illustrerar ett visst knep med fouriertransformen. Appendix F och G &r speciellt
anvandbara vid problemlosning.
Appendix H vill, i all enkelhet, forklara varfor just operationen faltning dyker upp si ofta.
Uti appendix I 3terfinns bl a berikningen av den fouriertransform, som spelar en nyckelroll vid
beviset av Fouriers inversionssats.
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APPENDIX A
Abels sats

For att slutféra beviset av sats 1.10 i avsnitt 1.9 méste vi bevisa att
oD » o0 .
z o~ ain ni - E sin nt
n T
n=l n=l

di r = 1, r < 1. Med Eulers formler fir vi

‘m "t - o - e"‘ - e".‘ 90 e _ 'e"‘“‘ -
E zr 2in =Er 2in r 2in
n=l 1
©0 imt -1 fmt d smi
- m e -me _ 1 SAmE
T om el 2 ik it
m= me -:;o“
och
i sinnt _ 1 =, eimt
n 2 m
n=1 Ty
Det ricker alltsd att bevisa

Sats A.1. Serien 3, o 2¢™ ir konvergent for 0 < t < 2x och

lim E Loinigint o z -e"“ 0<t<2r. (A.1)
n#O

For beviset behover vi foljande tvd hjilpsatser, som forst bevisades av Abel.

Sats A.2. Antag att {a,}o. , &r en positiv avtagande talfS)jd, sidan att a, — 0 di n — oo,

n=0

62a32a2...\,0,

och att {b,}"_ &r en talfoljd sidan att partialsummorna
N
Sn=) ba
au=0

&r likformigt begrinsade, d v 5 |Sn| < B for alla N. D4 &r 3,77 anby konvergent.
Sats A.3. (Abels sats.) Om 3500, 0n &r konvergent med summa § giller att

- .

'h_:& 24,.1-" = §.
n=0

Vi behdver dessutom foljande lemma.
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Lemma 1. Fixera ett talt, 0 < t < 2r. D3i &r delsummorna Sy = Ef_ﬂ et likformigt
begréansade for alla N,

Bevis av Lemma 1. Enligt formeln for en geometrisk serie galler

o eﬂVt__l
Sy=-¢" i1
Detta ger uppskattningen
2 1
IS N‘ < = = - < 00,
feit—1] = [sin §]
Observera att begransningen beror pd t men inte pd N. i

L&t oss innan vi bevisar satserna A.2 och A.3 se hur de anvinds for beviset av sats A.l.

Bevis av sats A.l. Vi delar upp pdstdendet (A.1)i tvi delar,

3 eint = §°°;1e"’" 0<t<2x (A.2)
=] n n ’ ’
a=1 n=1
i -1
lim '—:e‘"‘ = E le"“, 0<t<2rn, (A.3)
r—1 n n
n= =00 RE =00

dir de bada hogerleden &r konvergenta. Pistdende (A.3) foljer av pistdende (A.2) (ersdtt t med
21 — 1), varfor det rdcker att bevisa

.4

. 1 ine -
(i) E —e'™  ir konvergent,
n=1 n
[~ o0
. ) i 1.
(ii) lim ) —e™ = S =e'™,
r—1 n n
n= n=1

Pistdende (i) foljer av sats A.2 med a, = 1/n \, 0 d& n — oo och b, = €™, vars partialsummor

SN = Zn‘v:, e'™ &r begrinsade enligt lemma 1. Pastdende (ii) foljer nu av (i) och sats A.3.

Pistdende (A.3) ir som tidigare aimnts en konsekvens av (A.2), och (A.1) f6ljer slutligen genom

att addera (A.2) och (A.3). |
Det &terstir nu endast att bevisa hjilpsatserna A.2 och A.3.

Bevis av sats A.2. Lt M < N och bilda Cauchyavsnittet

N N
z anby = 2 an(Sh ~ s--l)
n=M n=M
N=1
= E (Bm — 8m+1)Sm + GNSN — aprSp-a.
m=M
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Villkoret |S,,] < B for alla m ger uppskattningen

N N-1
D 80| < Y (am —ams1)B+anB+anB
n=M m=M

=(am—an)B+anB+apyB=2apB—0
did M och N — oo. Pistiendet fdljer nu av Cauchys konvergensprincip for serier, se t ex Leo
Ullemar, Funktioner av en variabel, s 286. (Den anvinda metoden kallas partiell summation.) &

Bevis av sats A.8. Vi kan utan inskrinkning anta att A = 3 o2 gan = 0. (Om A # 0 ersitt go
med ap — A.) Sitt t, = 3.7 _oa,. Tag e > 0 och vilj N sk stort att |1,| < € for n > N. Skriv

) N L)
Z Gnr" = Za,.r" + 2 anr".
n=0 n=0 a=N+1

Den andra summan kan uppskattas med partiell summation enligt foljande:

o0 [- <]
Z anr" = z t(r™ = s 1) = g N4
n=N+1 m=N+1
Séledes ir
o0 [~ -]
z anr"| < Z [tm] (F™ ~ £™¥1) 4 | PN 1
n=N+1 m=N+1
[~}
<e¢ Z (P =™t b e =erNH 4 e < 26,
m=N+1
Vi far slutligen
=) N o0
lim sup Z a,r"| < lim Zanr" + limsup 2 Gnr"
r=1 1020 r—1 =0 r—1 n=N+1

N
< Ean

n=0

+2e = |tn]+2¢ < 3e.

Eftersom ¢ var ett godtyckligt positivt tal miste
. - ‘
’l.linl zanr” —3 0,
a=0

vilket slutfér beviset. |
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M =100

Partialsummor Sy av fourierserien for fyrkantsvigen
il

I A, 0<t<T/2

' f(')'{—A, -T/2<t<0,
JE+T)=f(t) forallat.

Observera att N = 2M — 1.

[
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APPENDIX B
Gibbs’ fenomen

(Detta avsnitt ar delvis inat frAn Franz Cech.) Fourierkoefficienterna till en diskontinuerlig men
styckvis deriverbar, periodisk funktion avtar som 1/{n| d4 n — oo (jfr sats 1.10 och 1.11).
Fysikaliskt betyder detta att en sidan signal innehiller visentliga bidrag frin hoga frekvenser.
Dessa filtreras bort p3 ett oscilloskop p g a oscilloskopets &ndliga bandbredd, sd det vi ser av en
sddan signal &r i stor sett en partialsumma Sn(t). For att f2 en ungefirlig uppfattning om hur en
diskontinuerlig signal &terges, studerar vi ett specialfall i en Svningsuppgift.

6vning 22.Betrakta den T-periodiska fyrkantsvigen f, som ges av

_JA, 0<t<T/2
f(‘)“{—A, ~T/2<t<0.

a) Lt N = 2M - 1 vara ett udda heltal. Visa att fourierserien for f har delsummorna

swip = 44 ( a(0) + 52620 nn(3Qt) - tin(NQtz)

N

dir QT = 27. Om vi later datorn rita upp grafen for Sy Sver en hel period (for ndgra N) far vi
figuren pd motstdende sida.

b) Frigan ar nu hur 6verslingen vid diskontinuiteten beter sig di vi later N g& mot oéndligheten.
For den skull studerar vi maximi- och minimivirden av Sn(t) genom att sitta derivatan Sj(t) lika
med noll. Visa att

i ot (e 2AR sin(N +1)0t
(i) Sh(1) = -
(ii) Sn(t) har lokala maxima i punkterna

_(2k=1)x
A k=1,2,...,M,
Tk = N8 k=1,2,...,.M
dar M = (N +1)/2, och lokala minima i punkterna
2kx

O = m, k=12,....M-1.

¢) Eftersom vi vill veta vad som hinder med Sy (t) nira noll d& N — oo, undersdker vi lampligen
det forsta maximat Yy vid 3 = x/ (N 4+ 1)Q2). Visa att

x 24 [ ainz
Yy =5n ((N+1)9) = 7!(N+ 1)sin (755) ds
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dar approximationen blir bittre ju storre N ir. Man ser att gransvardet av Yy existerar:
"
Jim Yy =Y = -;A / ?;Si(-k).
°
En taylorutveckling av sinz/z och direfter termvis integration leder till

24 / HRZ .~ 1184,

vilket betyder att fourierserien gor en Sversling pd ungefar 18% vid diskontinuiteten eller 9% av
spranget. Tilligg av ytterligare termer i delsumman piverkar inte detta faktum utan flyttar endast
extrempunkten T; narmare diskontinuitetspunkten origo.
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APPENDIX C

Laurent Schwartz’ sats

Sats 5.1. En linjir funktional f pd ¥ &r kontinuerlig (d v s tillhér ') om och endast om det
finns en konstant C och ett heltal N > 0 sddana att

|<f$¢>|SC“‘P"N! ﬁr‘ﬂa¢ey$ (C1)
dar
lelly = max 14|z |De(z)].
0<kSN
£€R

Bevis. Antag att (C.1) giller. Visgkall visaatt f€ ¥'. Lit o, = ¢ i . D& & {pn ~ ¢}, en
nollfoljd i & . Detta innebar enligt (5.3) att [jpn — ¢]ly — 0 d& n — co. Men enligt (C.1) galler
att

< fion—9>| S Cllen —¢lly
varfor

<fipn—9>—0 din— oo,
dvs

< fipn>=< fip>.

Alltsd dr funktionalen f kontinuerlig.

Antag nu omvint att (C.1) inte giller. Vi skall visa att f ej tillhdr ¥ '. Vi antager alitsd
att det inte finns nigra tal C och N for vilka (C.1) giller. D3 maste det finnas testfunktioner
¢ny, 1 =1,2,...sddana att

(< fron > 2 nlienlly - (C.2)
Bilda nu

__en(m)
V@)= Al "=

Féliden {¥n}.., &r en nollf6ljd i ¥ ty om n > m och n > k giller

m Dk
b B 1
N = e, < VA

Samtidigt géller enligt (C.2) att

- |< Sy #n >|
I< fo¥n > = T 2V

Vi har alltss bildat en nollfolid {ta},. , for vilken < f, s > €j gir mot noll. Det betyder att den
linjira funktionalen f pd & €j ir kontinuerlig. [ ]

Vi har tagit med ovanstiende bevis eftersom sats 5.1 ir av fundamental betydelse. I sjilva
verket kan man ta (C.1) som utgingspunkt, nir man skall definiera klassen ¥ ' av tempererade
distributioner. Ordet "tempererad” syftar namligen p& faktorn (1 4 |z|)V i definitionen av |j¢]| -
Sats 5.1 anvidnds bl a di man vill bevisa satserna 5.4, 5.9 a) och 5.21.
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'y b(X)
-+ + X
0 1l
4 F(x)
4+ 1
= ; . x
1
‘F(l-x)1 F(x)
— — ' . x
1
G(1/N~-t) G(t)
-t

1/N 1
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APPENDIX D |
Skraddarsydda testfunktioner

Ofta behdvs testfunktioner med speciella egenskaper. Vi skall hir visa hur man kan g tillviga.
Definiera "bullen” (jfr figur 4 motstiende sida)

b(z)= {PXP(-;‘(II—_—;)'). 0-<z< 1,

0, f.0.

Man kan visa att b har kontinuerliga derivator av alla ordningar. D3 &r d en testfunktion med
kompakt stod. Lat B vara en primitiv funktion, definierad av

B(z)= / b(t) dt.

Den normerade funktionen

I"'(z)=£-(il

B(1)

=0, z<0
F(z){:l, z21

vixer, 0 <z <.

har egenskaperna

Vidare giller att
F(z)+ F(1-2z)=1, forallazelR (D.1)

Det ar klart att (D.1) géller om z < 0 eller 1 < z. For resterande z kontrollerar vi helt enkelt
derivatan

L [Fe)+ F1-2)] = ﬁ [Be) - 51 -2)] = E%[b(z) —b(1-2)] =o.

Om vi nu later

G(t) = F(N?)
s3 vixer G frin 0 till 1 p3 intervallet 0 < ¢t < 1/N. Vidare giller

Gt)+G (% - t) =1, forallateR. (D.2)

Det ir klart att man m h a funktionen G kan bilda den funktion ¥ som skall uppfylla bl a (5.12)
och (5.13) i avsnitt 5.8, liksom funktionen x i appendix E.
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APPENDIX E
Fouriertransform av distributioner med kompakt stod

Vi skall har bevisa

Sats 5.21. Lit f vara en distribution med kompakt st5d. D kan fouriertransformen f beraknas
m h a den vanliga formeln

[ <]
fw= / (e~ dt. (E.1)
-w ’
Till yttermera visso &r f en mittligt vixande funktion.

Anmirkning. Ytterligare information om f &terfinns i sats E.1 nedan.

Beviset ir uppstyckat i fem steg.

Steg 1. Lat stddet {or f rymmas inom det begrinsade intervallet [-A4,4]. Om A< B< R< o0
kan man konstruera en funktion x (se figur) med egenskaperna

a) 0<x(t)<1forallateR,

b) x € C®(R), d v s x bar kontinuerliga derivator av alla ordningar,

¢) x(t) = 0 utanfor intervallet ~R <t < R, d v 8 stddet for x ryms i intervallet [~R, R},

d) x(1)=1d3-B<t<B.

For detaljerna i konstruktionen hidnvisas till appendix D.

X (E)

1

Har lever f£.

m
LiJ

stddet £6r X &r [-R,R].
Tillsammans innebir b) och ¢) att x ir en testfunktion i Schwartzklassen ¥ . Vi siger att vi
maskerar f wed x och kallar x aa mask for f.
Steg 2. Distributionerna fx och f borde vara lika.
Lemma.

Ix=f (E.2)
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Bevis av lemma. Vi miste visa att [ fxpdt = [ fedt for varje testfunktion . Vi beriknar

skillnaden o - - -
/ﬂPdt-— /fxcpdt= /(f-fx)vdt= /[f(l—x)]sodt

= [1 - x &r en mittligt vixande funktion]

- / 1l - x)eldt =0,

eftersom testfunktionen (1 — x)p ar identiskt lika med noll pi en omgivning av stddet for f.

Steg 8. For varje fixt w € R &r produkten x(t)e~** en testfunktion med kompakt st3d, och pi

intervallet —B < t < B sammanfaller den med funktionen e—%«*, Lit
o0
h(w) = / £@) [x()e=™) at.
-t0

Lemma. Funktionen A &r m4ttligt vixande.

m
Bevis av lemma. Vi miste uppskatta D™h = (%) h(w). Nu ar

D™ h(w) = (ﬁ) / £ [xe"] at
= [f kontinuerlig linjir funktional pd ¥ ]
= / f(?) (:9%) [x(t)e~™*] dt = / f@t) [x(®)(=it)™e™*"] at
= [ s a,
dir ¢(t) = x(t)(—it)™e~"!. Nu ger sats 5.1 uppskattningen

ID™h(w)| = SCldlly -

[ semnar

Utanfor intervallet [-R, R] &r (1) = 0, varfor

¥y = max (14 )Y |D*o(t)]| = max (14 [e])" |D*e(e)]
SCIEN ogegN
R tlige
< max (14 R)N|DFy(1)].
o<HEN
ISR

(E3)
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Derivatan D*y(t) blir ett polynom av grad k i parametern w, vars koefficienter &r kontinuerliga,
begrinsade funktioner av t,

D*y(1) = a(t) + b(t)w + c(t)? + ... + g(t)*.
Detta medior existensen av en konstant 4, sidan att
| D*¥(t)] € Ak(1 + ])*, forallateR.
Sammantaget fir vi

ID™h(w)] £ Cli¢lly < C(1+ R)V max [D*¢(r)]
ogagN
s6R

< CO+ R max Au(1+w])* < const- (14 b)Y,
0<k<N

vilket visar att A &r mittligt vixande. L
Steg 4. Vi visar nu att distributionen f kan identifieras med den méttligt vixande funktionen h.

Lemma. 1 distributionsmening galler att f=h

Bevis. Vi méiste visa att
o0 o0
[ Foreway= [ moeway
-c0 -c0
{or alla testfunktioner . Det gir till s hir:

/ F()e(y) dy = [definition av f)

= [ 10901 d1 = fentt (5.2)

oo

- / [F()x())3() dt = [x mittligt vixande funktion]

oo

= [ HObxp®]d: = defaition av 3]

= 7f(f) (x(t) 799(3!)6""’ dy) dt = 7f(t) ( 7 w(y)x(t)e™"* dy) dt

=00
= [kan ersitta inre integralen med limes av en Riemansumma;
f ar kontinuerlig som linjir funktional]

= / o) ( / FODt)e—" dt) dy = [definition av A)

= j C)h)dy, Brallagped.
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Detta innebiratt f = hi §". |
Steg 5. Vi har visat att

fwy= [ soxme*a (E4)

Men hogerledet ir odervende av x, &i linge x(¢) = 1 i en omgivning av stidet for f. Om vi liter B
och R g& mot oo, kommer x(t) att g& mot 1 for alla t € IR, och (E.4) gr Sver i (E.1). Strangt taget
ir formel (E.1) inkorrekt, eftersom g(t) = e~ ¢j ir en testfunktion. Den stringa tolkningen av
(E.1) &r just (E.4). |

Med samma maskineri som ovan (d v s x och A) kan man bevisa fGljande

Sats E.1. Lit f varaen distribution med kompakt st5d. Di kan fouriertransformen f analytiskt
fortsittas till hela det kamplexs talplanet medelst formeln :

o0
f(z) = / f(t)e~i*t dt. (E.5)
-00
Taylorserien for f, som kanvergerar overalit, kan skrivas
- ©0
f@)=) ms*, zeC, (E.6)
k=0
dar koefficienterna v ges av
- T
— 1:') / F(2)e* dt. (E7)
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APPENDIX F
Formler for ortogonalsystem

De flesta formler i avenitt 2.3 galler bara for ortonormerade funktionssystem {qp,.}. Nedan ges
motsvarande formler f6r allminxia ortogonalsystem. Numreringen ansluter till den i avsnitt 2.3,
med tilligg av ett prim.

L3t {f»}_., vara ett ortogonalsystem i ett funktionsrum med inre prodnkt <, > och norm
I |l Kan en godtycklig funktion f utvecklas i systemet { fu}’ Vi gdr ansatsen

f(2)=) eafulz). (2.9)

n=l

Man finner att koefficienterna ¢,, bor viljas enligt
_<hf> _<hHif> r
Y Y I T (240)

Under vissa villkor géller sedan utvecklingen

1) = )_j b2 10

Sats 2.4'. Lit V vara ett inreproduktrum med vektorn f och ortogonalsystemet {f.} . , givna.
Uttrycket

N 2
“f - zcnfn

n=1

minimeras da

o= Lt >
T < fnSn>

Minimum &r

</ fn >' . 2.13'
il 5}, TG (2.13)
Sats 2.5’ (Bessels olikhet). Lit { f,}::l vara ett ortogonalsystem. D£ giller for alla f att
)> 1‘—{”—’“—'— <UIP.
nel n

Sats 2.6' (Huvudsats for ortogonalsystem). Lit { f'}:a vars ett ortogonalsystem i rummet
13 (a,b). D4 ir f5ljande egenskaper bos systemet {f,} ekvivalenta.

N
G) Delsummorna 3 <£f22>

fn konvergerar mot f i kvadratiskt medel map w,d vs
Si<Inta>
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1 "
-2 f-fl|-20 dAN-ox
,;<fn’fn>

for alla f i L2 (a,b).

(ii) Parsevals relation 1 giller for alla f € L3(a,b),
|< £ fn >!

A1 Z <I

(iii) Pa.rsevals reIatzon 2 giller for alla f och g i I3,(a,b),
< ifn><g,fn>
<f,g>=
4L ; < fa o>

(iv) Den enda funktion i L3,(a,b) som &r ortogonal mot alla f., & 2> 1, &r nollfunktionen, d v 5

< f,fn>=0fcrallan= f=0.

Ett ortogonalsystem som besitter nigon (och dirmed alla) av de ekvivalenta egenskaperna
(i)~(iv) kallas fullstindigt. Man siger att systemet {f,} ., spdnner upp rummet L3,(a,b).
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APPENDIX G
Sidbyte i fouriertransformlexikon

Antag att man kdnner den ena av (de tvi funktionerna eller distributionerna) f och T och vill
berikna den andra medelst tabell. Hur kan man utnyttja tabellen om man vil hittar den kinda
funktionen, men i fel tabell? Faljande lilla schema ger svaret p4 frigan utan nigra integralformler.

Funktion (distribution) Fouriertransform

£(z) g(w) = F(w)
) T 2ew)

1
2r
Exempel
é(z) 1
! 2x6(—w) = 2x6(w)
Exempel. )
Sgn r =
\ w
1 2 _ 4 ~——
2n (i(-z ) T oxz 8gn w
1 .
z — {XEED W
Exempel. -
I(z) d—.E-fH(l-l-z)H(l-z) - 2 sinc w 25inw
2sinc z 27ll(~w) = 271 (w)
%Sinc z Ii(w) = en frekvensmask
Exempel.
e"" 2
;T 1+w?
ox 1t ()] |
2x 1+ (~2)? e
L 'e""’l

1422
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[ oot

Att xtforska mikrokosmiska foremdl ér som atﬁn&hlin‘uudwmﬁlmiettmérktrxmmdt d in och ténda
ljuset. Man mdste ofta stora, till och med forstora foremdlet for att det ska sinda ut signaler som kan 49;&)'4 burdet Vser
ut”. ] Teknisk fysisk-utbildningen ingdr flera kurser som bandlar om denna wtforskning och dess ressltat.

= ¢

‘ﬁ %(0)

%’ ;
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APPENDIX H
Den allerstades narvarande faltningen

Varfor dyker faltningen upp s ofta (nistan som gubben ur 18dan)? L4t oss se p4 ett enkelt exempel.
Antag att vi har en "svart 13da” (kanske en radioforstirkare i hemmet) som till varje insignal f(t)
svarar med en utsignal g(t).

Lit oss antaga att systemet &r

a) translationsinvariant (tidsinvariant),

b) lnjirt,

c) kontinuerligt.

Villkor 2) betyder att den tidstranslaterade insignalen f(t —1tp) skall ha g(t — £5) som utsignal.
LAt insignalen f(t) = e“*, dir w ir en reell parameter, ha svaret k(w,1).

el k(w,0)

Translatet f(t — a) har d svaret k(w,t — ). Men insignalen f(t — g) = e¥A¢=8) = g~wa . ¢t =
e~'“ f(t) maste enligt b) ha utsignalen e~*“°k(w,t). -

el -3) k(w,t-a)

’ .
e k(w1

-iwa _iwt
€ S

Alltsd miste
k(w,t — a) = e~"“"k(w,?) for alla w,a,1.

Valet a = t ger k(w,0) = e~“tk(w,t),d vs
| (w,t) = e kw,0).

Funktionen k(w,0) kallas systemets Sverforingsfunktion. Vi antar att den kan skrivas som en
fouriertransform av ndgon funktion A(t),

k(w,0) = A(w).
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Nir vi nu kinner systemets svar pi en komplex sinussvingning e*“* skall vi bygga upp en godtycklig
signal f(t) av sddana svingningar.

Steg 1. Insignalen e** har utsignal
k(w,1) = h(w)e™”.
Steg 2. Enligt b) bar insignalen f(w)e'™* utsignalen f(w)h(w)e™!.

Steg 8. Ett limpligt kontinuitetsvillkor ¢) slutligen tilliter oss att summera (integrera) dver
parametervirdena och f2 som resultat att insignalen

10=5 [ T

har utsignal -
51; / f(w)‘l;(w)e""' dw = (f » h)(1).

eiu)t ﬁ( ®) eicot
flw)e'™ R f(@)h(w)e'®™
j ?(m)ei‘mdm I 'f\(m)ﬁ(m) e
> >
f | feh
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I hérledningen ovan undvek vi operationen faltning i det lingsta. Om vi diremot utnyttjar
att é &r enhet under faltning, f = 6 + f, 53 kan vi finna utsignalen till f utan fouriertransformering.
Lat insignalen 6(t) ba utsignal h(t) (det s k pulssvaret).

5 h

D4 har den flyttade pulsen 6(t — &) utsignalen A(t — o) enligt a). Men en godtycklig insignal f(1)
kan skrivas

f(t)= / 5(t - v)f(v) dv.

Enligt b) och c) skall denna dverlagring av deltapulser ha utsignalen
/ h(t — v)f(v)do = (h+ £)(1).

En svart ldda (ett system), som uppfyller villkoren a)-c) ovan, kan alltsd alltid beskrivas
medelst faltning.

Detta appendix ar inspirerat av Harald Lang. Figurerna bar gjorts av Henrik Karlsson, F-86,
som dven ritat om en del andra bilder i kompendiet.
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Appendix I
APPENDIX I
Svar till vissa 6vningar
Ovning 5.
a(t)=1
=t-3
wBli=t=3
1
= _t4=
FS(t) =1 t+ 6
1=0

tpz(t)=\/1_2(t—%)
o= VB (# - 1+3)

Ovning 7. Vi skall berikna integralen

T et
G(t) = / T e,

-0
dir t ir en reell parameter. Den analytiska funktionen
ec‘zt

(@)= 17

har enkelpoler i z = %1 och

z44
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Residusatsen ger

/Fdz+/Fdz=/Fdz=21riB‘;__e..sF (*)
c L r

1 6vre halvplanet ar Im 2z = y > 0. Av likbeten et = ei{s+is)t = o(~¥+i2)! f5lier att
[e|=e"<[y20,t201<1.
Integralen over C kan uppskattas,

/Fdz
C

cin

< / Pl 1ds] = ,—L—L—, s

|M _ xR
/|1+ ’l'd"- el pus Sy

did R — oo. Vidare galler att

) R ct:t ® C.
L/Fdz=‘}/; /1+ = dz = G(t),

-0

did R — oo. Vildter nu R — oo i relation (*) och finner att

G(t) = 21ri£:1 = xe~*
- 2i - .

Fall 2. For att berikna G(t) for negativa ¢ kan vi resonera p3 flera olika sitt.

a) Eftersom

T eiwt T i i
G(t)=/ e do = coswt-i-tsmwtdu

1+w? 14+w?
-0 -0
T 1
- €osw
= [sinus &r udda) = T
-00

ser vi att G ir en jamn funktion av 1, G(~t) = G(t). Detta ger att
G(it)=xel, teR.

b) Om t <0 kan vi utnyttja en kontur i undre halvplanet och residun

Res F(a) = [: - t] _ (-2’)
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Ovning 18.
oo oo
wiz)=2 3, b(z—2xk)—2 Y §[z - (@k+ 1)),
k=-00 k=—-o0

c,,(W") = {%, n ndda.,
0, = jamn,

2 -2
en(W) = -;(;—n)g =— n udda,

co(W) = 3,
ca(W) =0, njimn, n#0.
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Detta ir ett litet och kanske godtyckligt urval av den tillgingliga litteraturen. Referenserna
kan karakteriseras enligt foljande:

Elementara: (3], [5], [9), [11)

P2 mellannivd med inriktning mot tillimpningar: [2], (10}, {12}, [13]
P& mellannivi med inriktning mot teori: {1}, [6]

Standardverk: [4], 7], [8], [14]



178 Index

INDEX
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amplitudresonans 28
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Bessels differentialekvation 60

Bessels alikhet 42, 165
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Cauchys olikhet 37
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demodulering 68
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detektering 68

differentialekvationer 26-31, 141-149

dipol 81

Diracmétt, Diracpuls, Diracs deltafunktion 85, 88
Dirichlets problem 3, 7, 10
distributionsderivata 94, 97
DSB-SC 67

egenfunktion 50
egenvarde 50
energiintegraler 78
energiresonans 28
energispektrum 78
exponentiell form 2
faltning 73, 127, 129, 169
faltningssatsen 75, 76
fourierkoefficienter 5, 40, 103

Fouriers inversionsformel 65, 70, 72, 119
Fouriers inversionssats 70

Fouriers metod 2

fouriertransform 63-80, 115, 118
frekvensderivering 69, 125
frekvensforskjutning 66, 125

Fubinis sats 76

fullstindigt ON-system 43

fullstindigt ortogonalsystem 166
funktional 74, 84, 86

funktionen ¥ 103

fysikalisk form 1, 17, 20

generaliserad fourierserie 105
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generaliserad funktion 86
geometrisk multiplicet 58

Gibbs’ fenomen 155
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Greens forme) 54

harmonisk funktion 3

Heavisides sprdngfunktion 90
Hermitepolynomen 48
Hilbertrum 33
Hilberttransformen 131
impulssvar 74

inre produkt 32, 36
inreproduktrum 37, 52

jamn distribution 139

kausalt system 74

kompakt mingd 91

kompakt stéd 91

kontinuerlig funktional 86
konvergens i distributionsmening 98
konvergens i norm 43
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kvadratiskt integrabel funktion 19, 21, 31, 35
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Laplaces ekvation 3
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Legendrepolynomen 47

lika pé en Sppen mingd 90
linearitet 66, 86, 125

linjir funktional 86

linjir operator 52

linjirt rum 35

linjirt system 74, 169

lokalt integrerbar funktion 89
mask 161, 167

matematisk resonans 30
maximumnorm 6

modulering 66, 125
multiplikator 92

maittligt vixande funktion 91, 83
nollfcljd 85
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nollméngd 11

norm 21, 32, 37

normera 39

ortogonal 33, 38
ortogonalisera 46
ortogonalitetsrelation §
ortogonalsystem 39, 165
ortonormalsystem 39
Parsevals formel 19, 20, 21, 33, 43, 44, 118
periodisk 1, 101

periodisk utvidgning 63
periodiska randvillkor 55
periodiskt pulstdg 137
Plancherels formler 77
Paissonkérnan 7, 71

Poissons summationsformel 135
principalvirde 138

pulssvar 171

pulstig 132

punktmassa 81, 83
Pythagoras’ sats 38
reduktionsregler 93, 147
resonans 26, 28, 30
Riemann-Lebesgues lemma 65
Riemannsumma 64
Schwartzklassen 85, 92
Schwarz’ olikhet 37
separerade randvillkor 55
sjalvadjungerad form 52
skalarprodukt 32, 36, 37
slutna héljet 90
spektralanalys 73
spektralsyntes 73
spektraltithet 73

spektrum 72

sprang 25, 97

spinna upp 45, 166

stationar 30

struktursats for tempererade distributioner 97
Sturm-Liouvilleproblem 49-61
stod 72, 90, 91

symmetrisk avbildning 52
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testfunktion 84, 85, 92, 159
tidsderivering 69, 125
tidsforskjutning 66, 125
tidsinvariant system 74, 169
tidsskalning 66, 125
Tjebysjovpolynomen 47
transient 27

translation 16
triangelalikheten 36, 38
trigonometrisk form 1, 17
udda distribution 139

udda utvidgning 51
upprikneligt odndlig dimension 33
varjabelseparation 2
viktsfunktion 35
varmeledningsekvationen 3, 49
vixelstrdmsteori 20
Wronski-determinant 53
andlig fouriertransform 137
Sverforingsfunktion 169

bmn

€, 31

H,(t) 48

Ja(t) 60

L.(1) 47

P, (1) 47

Ta(2) 47

III sja 101

1/(iw + 0) 140

< , > inre produkt 32, 36, 37

< , > verkan av distribution (parning) 85

L1 32,38

It 32,37
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F 65

¥ 85,92
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L? 21,31

L*(a,b) 35
L% (a,b) 35
L=(R) 76
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