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2. ORTOGONALA FUNKTIONSSYSTEM

2.1 Linjara funktionsrum

Ett mera geometriskt och algebraiskt synsatt har visat sig mycket fruktbart inom analysen. Idén ar
att uppfatta vissa mangder av funktioner som linjira rum. Fér den formella definitionen av linjira
rum hénvisas till en larobok i linjar algebra.

En mangd V av komplexvirda funktioner ar ett linjart rum om
(i) foch g tillhér V= f4 g tillhor V
(ii) Om f tillhdr V och A &r ett komplext tal giller att Af tillhor V.

Observera att vi i denna kurs sysslar med kompleza skaldrer. Funktionerna f+ g och Af

definieras givetvis av
{ (f+9)(=z) = f(z) +4(z)
(Af)(z) = Af(=).

6vning 1. Ar foljande mingder av funktioner linjira rum dver de komplexa talen?

a) Mingden av kamplexvidrda, begrinsade funktioner pd [a, b}.

b) Mingden av reellviarda, kontinuerliga funktioner pi [a,b].

c) Méngden av analytiska funktioner definierade pi en Sppen mingd 0 i det komplexa planet.
d) Méingden av komplexvirda, kontinuerliga funktioner f p3 intervallet [a,b] sidana att

(i) fle)=1.
(i) f@)=0.
Vi skall huvudsakligen betrakta funktionsrum bestdende av kvadratiskt integrerbara funktioner.

Definition. L*(a,b) ir mingden av komplexvirda funktioner p4 intervallet (a,b) sidana att

b
/If'(:z:)]2 dz < 0.

Definition. Lit w(z) > 0 vara en kontinuerlig funktion p4 intervallet (a,d). Vi kallar w en
viktsfunktion (en vikt). D4 ir L2 (a,b) mingden av funktioner p4 (a,b) sidana att

b
/lf(z)l’w(z) dz < oo,

Anmirkning. Rummet L%(a,b) ir givetvis ett specialfall av L2 (a,b) med w(z) = 1.

Exempel. Funktionen f(z) = 1//= tillhdr inte L2[0,1}. Diremot gi]]ér attg(z)=2~°,0<z<1,
tillhér L2[0,1}d4 0 < a < 1/2.

Anmarkning. 1 tillimpningarna dr det viktigt att tillita vikter, som gir mot ofndligheten i

éndpunkterna, t ex .

1-z2

w(z) =
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Vi visar att L2 (a,b) utgdr ett linjirt rum. Fdr komplexa tal a och f giller

la+ 8 < la+ B +|a- B’ = (a+B)(@+B)+(a~ B)@-B) =
= 20@ + 268 = 2|e)’ + 2]8)°.

Vi skriver a = f(z), B = g(z) och integrerar m‘a p w(z)dz.

b b [ ]
/ 17(2) + o) Pu(z)dz < 2 / |f(z)Pu(z)dz +2 / lo(z)Pu(z) da.

Detta ger (i) ovan (fSljer ockss av sats 2.2). Annu littare visas (ii).

2.2 Skalarprodukter och normer
For funktioner f och g i L?(a,b) definieras deras 3kalarprodukt (énre produkt) genom

b
<fi9>= [ s (2.1)
Analogt definieras skalirprodukten i L2(a,b) genom
b
<f9>= [ sa@ul) dt (22)
Skalirprodukten i C™ = {z = (21,22,...,25)|zx € C} definieras pi ett analogt sitt genom

n
(z? w) = E 2 Wi
k=1

Exempel. Fér funktionerna ¢, (t) = €™ och @n(t) = €™ i L2(0,2x) ir skalirprodukten

2x 2n

<emiba>= [onlioalDa= [ e an
0 0
2r 0
- smi—int g, _ T, m=n
= [emema={in men

0
Funktionerna ¢, och ¢, ar ortogonala di m # n. Detta skrives o L @y

Anmaéarkning. I t ex kvantmekanik definieras oftast skalirprodukten med komplexkonjugering pd
forsta faktorn.
Att < f,g > &r definierad for f och g i L?(a,b) &r inte sjalvklart. For att visa att fg ar
absolutintegrabel om f och g € L?(a,b) utnyttjar vi olikheten
2
af < o ;ﬁ )
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som giller d2 a och B &r reella tal. Med a = |f(z)| och B = |g(z)] f&s

1(@7@) = I o)) < L 160 (23)
Da olikheten (2.3) integeras fds
[ 3 ] b .
/lf(z)ﬁld: < / H-%Midz + /M%lﬁ dz < o0, (2.4)

och beviset &r slutfort. Fallet L2 (a,b) ir analogt.
Skaldrprodukten < -,- > har f5ljande egenskaper
a) < f+gh>=<fh>+<g,h>
b) <af,g>=a< fg>
C) <f’g>=<g’f>
d) <f,f>20
e) <[Lf>=0= f=0,
dir o ar ett komplext tal och f,g och A &r element i L?(a,b) respektive L2, (a,b). Vidare giller
f)<figth>=<fig>4+< f,h>
g) <fiag>=a< f,9>. .
Nu kan man definiera en abstrakt skalarprodukt pi ett linjirt rum 6ver de komplexa talen genom
att kriva att a) ~ e) skall vara uppfyllda. Det giller till exempel att f) foljer av a) och c) och att
g) foljer av b) och c). Ett sidant rum brukar kallas ett inreproduktrum.
For en funktion f € L2 (a,b) definierar man dess norm || f|| genom

=
Il = Ji/lf(ﬂl’w(z)dz.

Allmé&nt kan man definiera en norm || - || p4 ett vektorrum V &ver de komplexa talen genom att
krava
(i) llez{l = lel ||l

(1) lz + vl < =l + NIyl
(i) Jlz)l=0=2z=0

da z och y tillhér V och a ir ett komplext tal. (i) och (iii) &r litta att bevisa for L%(a,b). For
att bevisa triangelolikheten (ii) visar vi forst

Sats 2.1 (Cauchys olikhet, Schwarz’ olikhet). Uti inreproduktrum giller olikheten

{<fig > <A lgll. (2.5)
Konkret innebir (2.5) i fallet L2 att

b 1/2 » 1/2
< (/ lf(t)l’w(t)dt) ( / |9(t)|’w(t)dt) .

b
[ st at




38 Kapitel 2: Ortogonala funktionssystem

Bevis. Vi genomfor beviset i fa]lef L%(a,b). Vi ser att olikheten galler di f = O eller g = 0, ty dd
ar bdde vanster och hoger led i (2.5) lika med 0. Utan inskrdnkning kan vi dirfor anta att || f|| # 0
och |lgl} # 0.

Lat fi= ﬁl_l och Q= 'ﬁ. D3a fi och g, insittes i (2.4) 1is

b
i< fum 1< [|R0E]
; b . »
<1 [1n0ra+] [ o

1 1
= ZIAIR +Z ol = 1,

dvs P
9
< v === 51 <1
1A lgl ‘

Efter multiplikation med || f]| [|g]| f3s nu (2.5). |
Sats 2.2 (Triangelolikheten). Om f och g tillhdr L*(a,b) respektive L3 (a,b) giller

IF +gll < A1+ llsll - (2.6)
Bevis.

If+olP=<f+9.f+9>
=<f,if>+<fig>+<9,f>+<g,9>
=IfI’+ < f,9> +< f,g > + llgll’
= 7l +2Re < f,9 > +ligll”
<A +21< £,9>1+ lloll® -
Men enligt Cauchys olikhet ar [< f,g >| < ||f]| llgll och dérfor &r
1+ ol* < AP + 201 A0 lall + Nall® = (I1A1 + Nall ).
Péstiende (2.6) foljer nu genom att dra kvadratroten ur bida leden. |
Definition. Om for tva vektorer f och g i ett linjart rum med inre produkt galler att
< f,g>=0
kallas f och g ortogonala, skrives f L g. Vi har foljande generalisering av Pythagoras’ sats:
Om f1gir||f+gl = £ +llal’. (2.7)
~ Bevis.
If+ol’ =<f+gf+g>
=+ < f,9>+ <9 f>+]ll’
= 1A% +loll*- n
Detta kan litt generaliseras till N vektorer { f,,}:’___l.
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Sats 2.3. Om en uppsattning vektorer {fk}iil uppfyller
<f[ijfe>=0 dij#k
galler att
N | N ,
> af =
k=1 k=1

Beviset 1imnas som &vning. (Jimfor beviset for Parsevals relation for fourierserier.)

2.3 Ortogonalsystem och ON-system
-Definition. En uppsittning vektorer { fg}zl i ett inreproduktrum kallas ett ortogonalsystem om
< fmyJfa>=0dim#n. (2.8)

Systemet kallas ett ortonormalsystem (ON-system) om dessutom ||full =1 for n =1,2,....
Ett ortogonalsystem {f,} . kan alltid géras om till ett ON-system {®n} . genom att
normera vektorerna f,, och satta

In

Pn=g7 n=12,...

1/l

De mest klassiska exemplen pd ON-system &r de som upptrader i samband med fourierserier.

Exempel. Betrakta
¢n(t) = €™, n heltal,

i L2(0,27) med vikt w(t) = 1/2x. Skalarprodukten &r

2x
<fig>= -2-1; / F(2)g(2) dt.
0

Vi far

. 2
< PmyPn > = 1 /e""“mdt
2r
0

i 1
= — fmt—int g __ y M=n
2x / ¢ dt {0, m# n.

Ovning 2. Visa att systemet {1,sinnt,cosnt} . &r ett ortogonalsystem i L?(0,2x). Vad blir
motsvarande ON-system?

Ovning 8. Hur ser ON-systemen, som motsvarar ortogonalsystemen

{eint}:‘;-m
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och
{1,sin nt, cos nt}::l,

ut f6r L2(0,T)?

Ovning 4. Visa att {sin(n+ 3)t}>  &r ett ortogonalsystem p& L*(0,).

Idén med allmanna ON-system &r att utveckla funktioner i dem i summor analoga med vanliga
fourierutvecklingar. D& {in} . , &r ett ON-system vill vi, for en given funktion f, skriva

f(@)=_ capalz)- (2.9)
a=1 oL

I nésta avsnitt skall vi se p4 &tskilliga nya exempel p& ortogonalsystem, t ex Legendrepolynom,
Laguerrepolynom, Hermitepolynom och Besselfunktioner. Minga av dessa upptrader i samband
med randvardesproblem for partiella differentialekvationer, som &r naturliga i fysiken.

L&t oss hdr emellertid fortsitta med den mer abstrakta teorin. Det forsta problemet som
uppstar dr: Hur bér koefficienterna {c,,}:;l i (2.9) viljas? Genom att skalirmultiplicera med ¢,
i (2.9) fis formelit

oo
< fipm > =< ZCn‘Pm‘Pm >

n=1

o0
= Zc,. < @PnyPm > = Cpp. (2.10)

n=1

Vi har inte pé nagot sdtt verifierat att omkastningen av summation och skalirprodukt ar tilliten.
Kalkylen tilldter oss dock att gissa att ¢, bor valjas som < f,¢, >. Vi mdste dd senare verifiera
att
o0
f(z)= ) < f,¢n > ¢a(a).
n=1

o0

Talen < f,¢n > kallas f:s fourierkoefficienter i systemet {¢,}"" ..
I praktiken vill man ofta forscka appraximera en given funktion med ett &ndligt antal funk-
tioner {tpn}f___l ur ett ON-gystem.

Problem. Givet funktionen f € L2 (a,b) och ett ON-system {gp,,}il. Hur skall koefficienterna
{cn}:;l viljas 53 att

(2.11)

N
"f—chso..
n=1

minimeras? Mera konkret kan problemet uttryckas: Minimera

L3

2
w(z)dz.

N
/ F(2) =Y catpn(2)

ps n=1




Avsnitt 2.3: Ortogonalsystem och ON-system 41

Detta brukar kallas approximation i kvadratiskt medel. Vi fir

N 2 N N
”f"zcng’n =<f“zcn¢mf"zcn‘9n>
n=1

n=1 n=1

N N N
==Y en<enf>=Y @< fita >+ nln < Pnypn >
n=1 n=l a=1 -
2 al ra ansumm— 2
=417 -3 [2Reca< Frm > = feal?]
n=l

N N
= AP+ Y 1< fien > —eall = 3 I< fro P (2.12)
n=] =l

Minimum erhélles siledes d& ¢, =< f,pn >, 4 Vv § ¢, skall viljas som f:s fourierkoeflicienter i
systemet {(p,,}:':l. Vi har visat foljande sats som vi formulerar for allminna inreproduktrum.
N

Sats 2.4. Lat V vara ett inreproduktrum och lit vektorn f och ON-systemet {(p,,} n=) VBra givaa.
Dé minimeras uttrycket \
N
"f = eapn
n=1
didcp =< f,ippn >. Minimum &ar
N
WA= 1< foen P (2.13)
n=1

(Att uttrycket i formel (2.13) &r minimum f6ljer genom insdttning av e, = < f,pn > i (2.12).)

Sats 2.4 har en viktig geometrisk tolkning. Vektorerna {LP“}:;I spanner upp ett hyperplan
II.

N
Il= {chlpn:CnEC}

n=1

Den basta approximationen f* till f som ligger i II ar

N
f'=2<f1‘|on>ﬂom

n=1
som erhilles genom vinkelrit (ortogonal) projektion av f pi planet II. (Se figur p4 omstiende
sida.)
Eftersom uttrycket
N
"f =D enpa 20
n=1
ar aven dess minimum > 0. Frin (2.13) fis
N
1A= 1< frea >’ 2 0. (2.14)
a=l

D& {cp,l}:;I ar ett oindligt ON-system fis d2 N — oo i (2.14) foljande
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[ £

L Y

Sats 2.5 (Bessels olikhet). Lit {¢, )., , vara ett ON-system. D& giller

[ d

3 1< fren > < UAIP-

n=l

Exempel. Finn ¢p,¢; och ¢; 88 att
1 2x
it 2it]?
-2-;/|t—co-c1e - ez’ dt
o

minimeras och berdkna minimum.
Losning. Talen ¢g,¢y och ¢; bdr viljas som fourierkoefficienter for funktionen . Med ¢o(t) =
Lipi(t) = e och ¢o(t) = ** fis

1 2
co=§t,¢o>=§;/tdt=?.
o

1 2x
=<1, = [te~"dt
=<ty > 2x!c d

2x
—it 92 -it
- _1_ .e___ ] <+ i e—i- dt

1 b 1 4
=<t =— [ e~ gt
=<t > 2’_/ ]

o
ir
1 fem 3 1 [ et
-5 5, +i:°/ &

té.l -,
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Enligt (2.13) blir minimum med f(t) =1

i

2 2 2 2 _1 [ 2 1

- - - =— [ t*dt - -1--

MR = leol* = fea? = ol = 5 [ =2 =1 2
0

(2r)?
3
En avgorande friga ar givetvis:
LAt ett ortogonalsystem {in}.. , i L3(a,b) vara givet. Nir och i vilken mening konvergerar
fourierserien

-r’-l--}zz.m. |

Y. < fien > pa(2)
n=1

mot en funktion f. Vi skall diskutera konvergens i norm,d v s om

—0

N
f_2<f:‘)°n>‘;°n
n=1

dd N — oo. Problemet &r vasentligen om ndgon av "riktningarna” saknas. Om vi frin det trigono-
metriska systemet {e™*} . __ skulle utesluta e'* skulle inte t ex

ec‘z + e-iz
2

kunna approximeras av de 5vriga funktionerna {¢'"*;n # 1}

CO8T =

oo
ns=—~c0’

Sats 2.6. Lét {‘P"}:ll vara ett ON-system i L% (a,b). D4 ir foljande egenskaper ekvivalenta:

N
(i) E<f,<p..><p,,-fl -0 dAN-c0

n=1

for alla f i L (a,b).
(ii) Parsevals relation 1 galler for alla f € L% (a,b),
-]

W2 =3 1< fron I

n=1

(iii) Parsevals relation 2 galler for alla f och g i L% (a,b),
(= =]
<f9>=) <fion>TG0n>.

n=1
(iv) Den enda funktion i L3 (a,b) som &r ortogonal mot ella {‘P"}:;x &r nollfunktionen, d v s

< fipn>=01frallan= f=0.

Om ett ON-system uppfyller ndgon (och dirmed alla) av de ekvivalenta relationerna (i)—(iv)
kallas det fullstindigt (stundom komplett). Man siger att {a}_. , spnner upp rummet L%(a,b).

Bevisskiss. Att (i) <= (ii) foljer av identiteten
2

N
=17 - Y I< fren >,
n=l

N
"f-z < fr¢n > ¢n
ne=l
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jfr formel (2.13) med ¢, = < f,p, >. Att (iii) => (ii) ar sjalvklart. Beviset av (i) = (iii) gir
till p4 foljande satt: Lat ap = < f, (0 > och by =< g, >. D4 dr enligt (ii)

[~ =]
(1F+ 291> = lan+ Abal*, d vs

n=l

o0 [- -] - -] [ <]
I+ A<0f>+X<fig> + A Il =D loal’ + A3 baBa + 3 anba+ A Y 1ol
~ ozl -m=]1 =l - nel

Genom att vilja A = 1 och A = i ser vi nu att < f,g > och 3532, andn bar samma real- och
dmaginardelar och de &r dirfor lika,d v s

o0 [
<f,g>= Z%E= Z < fion > < g, 00 >.

n=1 n=1
Slutligen galler (ii) = (iv), vilket 1itt inses. Det &terstir att visa att (iv) medfor nigot av de
ovriga péstiendena t ex (i). Detta &r enkelt men kriéver att vi anvander Lebesgueintegral for att
13 L2 (a,d) komplett, d v s att &stadkomma att varje Cauchyfoljd i L2(a,b) ir konvergent. Vi
utelimnar dirfor denna del av beviset. |
Vi har visat egenskap (ii) och (iv) for systemet {e*!} pd intervallet [0, 27] (sats 1.8 och sats

- 1.5; dock bara bevisade for kontinuerliga funktioner). Harav foljer

Sats 2.7. Systemet {e™}> __ &r ett fullstindigt ON-system pd L%,(0,2x) med w(z) = 2%.

Fran Sats 2.7 ar det inte svart att visa

Sats 2.8. Systemen {"™}> __ och {1,sinnQt,cosnflt},. = Ar fullstindiga ortogonalsystem pd
L*a,b),dirT =b~a och St = 2n/T.

Detta innebir att Parsevals relationer maiste galla for dessa system. Vi fir efter diverse
variabelbyten

+T oo
7 [Ueras Y jaf

+T -
7 [ 10id= 3 elrele)

°+T o0
1 _|op Ll
= ] O = 3]+ 3 lonl’ 4 ol

n=1

+T —_— . w
3 [ 107 =202 4 15 o (15 + 55T
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dar

1 e+T
en=ca(f)= 5 / f(t)e~* dt
L
tn=onlf)=7 [ fO)cosntar

9 T
bo=b(N=7 [ s@annarar
. [
och Q = 2x/T. Talen cn(g),an(g) och ba(g) &r givetvis motsvarande fourierkoefficienter for g.
2.4 Ortogonalisering

Av ovanstiende framgir att det ir dnskvirt att ha ortogonala funktionssystem och &nnu hellre
ortonormala. Antag att man har en uppsittning funktioner {f,} >, som spdnner upp L%(a,b),

n=1

d v 8 varje funktion fi L2 (a,b) kan approximeras godtyckligt noggrant med linjirkombinationer

N
z:enfn
n=1

i L}-norm. Man vill nu ersitta {fo} ., med ett ON-system {yn} . ,, som ocks? spinner upp
L2(a,b).

Sats 2.9 (Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess). Antag att {fa}.., &r en foljd av
linjirt oberoende funktioner i rummet L?(a,b) som spanner upp L3(a,b). D& kan man finpa
ett ortogonalsystem {9"}:;1 som spénner upp L2 (a,b) och ett ON-system {tpn}:__l som spanner
upp L2 (a,b).

Bevis.

Steg 1. Sitt forst g; = f; och
)

o1 =T
floll
Steg 2. Tag sedan f; och drag bort f2:s komponent i ¢;:8 riktning. Bilda

= f?" < fz»‘Pl > ¢n.
D4 blir g; L ¢,. Vi normerar nu och satter
=3 —gz—-
ll:ll
Steg 3. Tag fs och subtrahera bort f3:s komponenter i ¢; och ;:8 riktningar. Bilda
9= fi—- <Jfs, 1> - < fs,2 > .

D4 blir g5 ortogonal mot ¢; och ¢3.
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Tolkning av steg 3. Vektorerna ¢; och ¢; spinner upp ett plan II. Vektorn /s ligger inte i detta
plan. Bilda 93 = f; minus fn koznponent i pla.net lI

n

Bteg n. 1det n:te steget hildar vi
n-1

n=Jfo— E < fasr > @
k=1

D2 blir g, L ¢ for k =1,2,...,n— 1, och p, definieras som ¢, = g,/ |lgn]l-
Eftersom {fa}..., &r linjirt oberoende blir aldrig g¢ = 0. Det &r klart att {gn} ., blir ett
ortogona.lsystem som vid normenng Sverghr i ON-systemet {¢n}_. . Vidare giller for varje N att

{f,,}n_l, {g,.}u_1 och {(p,,} ey SPEORET UpD (d Vv & utgdr baser t?:r) samma rum. 8
I praktiken &r det enklare att berdkna g, utan att infora {(pn}. Man sitter bara

n=h
< f?rgl >
= fo—-—"n
<91sgl >
_ < f3,01 > < f3,92 >
g3=fa—~ : - 2
< g1,01 > <§2:.9: >
n-1
— <fmgk >
9n = Jn Z} <go >t

Detta kallas att ortogonalisera { f..}°°

Ovning 5. Genomfsr Gram-Schmidts ortogonahsermgxprows for funktionerna (1,1, } i rummet
£?0,1].

2.5 Nigra speciella ortogonala funktionssystem

Vi skall nu beskriva ndgra sirskilt vanliga och anvindbara ortogonala funktionssystem i rammet
12,(a,b) med inre produkten .

[
<fg>= j FOTDw®)dt; (.9 € L (a,B)).
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De uppkommer t ex di man ortogonaliserar polynom 1,2,12,... m h a Gram-Schmidts process.
(i) Om (a,b) = (-1,1) och w(t) = 1 dver (—1,1) f3s de s k Legendrepolynomen Py(t),

[ Po(t) =1,
() =1,

{ A= 1 (3t2 -1)

Pﬂ(t) 2n 'dt" ((tz l)n) y #=0,1,2,....

Standardiseringen ar Po(1) = 1, n = 0,1,2,.... Palynomen P,(t) uppfyller ortogonalitetsrelationen

/ P({)Pa(t)dt = + f,,..,

och med u(t) = P,(t) Legendres differentialekvation

(1 - t3)u"(t) - 2tu’(1) 4+ n(n + Du(t) = 0.

(ii) Om (a,b) = (-1,1) och w(t) = 1/v1 -3, ~1 < t < 1, fir vi de s k Tjebysjovpolynomen T,(t),
(2=t

Tau(t) = cos(narccost), n=0,1,2,...

eller
T.(cos8)=cosnb, 0<6<x forn=0,1,2,....

Polynomen T,(t) uppfyller ortogonalitetsrelationen

x, k=n=0

1
i 1
Ti(t)Tn(t)—=—=dt = {1/2, k=n#0
.1 : vi-¢ 0, kgn,

och med u(t) = T,,(t) Tjebysjovs differentialekvation (Tjebysjév, Chebyshev, Cebyév,...)

(1-22)u"(t) = t'(t) + n’u(t) =0, -1<t<1.
(iii) Om (a,b) = (0,00) och w(t) = =%, 0 < t < oo, fir vi de 5 k Laguerrepolynomen L,(t),
Lo(f) = 1
Ly(t) = 'dt" (e"‘t"), «=0,1,2,.
som uppfyller ortogonalitetsrelationen

/ La(8)La(t)e=t dt = bun
0
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och med u(t) = L,(t) Laguerres differentialekvation
w'(t)+(1-t)u'(t) +nu(t) =0, 0<t< oo
(iv) Om (a,b) = (—o0,00) och w(t) = et —co<t<oo,fhrvidesk Hermitepolynomen H,(t),
Ho(t)=1
{ (1) = (-1)%*’% (e-*’) , n=0,1,2,...
som uppfyller ortogonalitetsrelationen

o0 ’ =
/ H;,(t)H,.(t)e"’dt = n12"/%6in
-0

och med u(t) = H,(t) Hermites differentialekvation
v”(t) - 2tu'(t) + 2nu(t) = 0, —o0 <t < oo.

Anmirkning. Dessa ovan pimnda polynom har andra viktiga egenskaper som lasaren finner i
formelsamlingen. En varning: Speciellt dldre bocker har ibland andra definitioner for T,,, L, och
H,. :

Legendrepolynomen, P,(t) n > 0, bildar som nimnts ett ortogonalsystem pd intervallet
(—1,1). Vi kan emellertid genom en enkel modifiering av Legendres polynom konstruera ortogo-
nalpolynom for vilket @ndligt intervall som helst. Ty om vi i integralen

1
/ Pu(t)Pa(t) dt = 2ni b (2.15)
2

gor en substitution
t= 2= b
==

dir a > 0 och b &r konstanter, far vi

_ _2a
T 2n41

7‘}, z-b z-b
| Pa( - )Pi( - )dz Skn- (2.16)

b-~a
Polynomen P,((z —b)/a), n 2 0, bildar alltsd ett ortogonalsystem pi intervallet (b — a,b + a).
Normeringsfaktorerna &r lika med 2a/(2n + 1). Vill vi t ex ha ortogonalpolynom pi intervallet
(0,1) 53 skall vi ha
(b—a,b+a)=(0,1)

dvs
{b—a=0
b+a=1
varav
a=1/2
b=1/2"

Ortogonalpolynomen for intervallet (0,1) &r alltsd

z-1
P.(Tl) =P(2z-1), n20.

Ovning 6. Visa att (2.15) Gvergir i (2.16) med substitutionen ovan.
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3. STURM-LIOUVILLEPROBLEM
3.1 Introduktion

Ett fundamentalt sdtt pa vilket man kan erhilla ortogonala funktionssystem ar via Sturm-Liouville-
problem. De uppkommer naturligt di man 13ser partiella differentialekvationer med variabelsepa-
ration. Lit oss betrakta ett exempel, som gir tillbaka pd Fouriers ursprungliga artikel.

Exempel. Lit u(z,t) representera temperaturen i en stav av lingd L vars bdda andar halls vid
konstant temperatur 0. Temperaturen antas uppfylla virmeledningsekvationen

Py o
822~ 8’

dar & ir en materialberoende konstant. Vi sSker temperaturen u(z,t) med begynnelsetemperaturen
u(z,0) = f(z), 0 < z < L, given. Efter 1ampligt val av tids- och lingdskala leds man till f6ljande
matematiska problem:

S6k en funktion u(z,t),t > 0,0 < z < x som uppfyller den partiella differentialekvationen

8y  Bu
-8?2' = 'Et", : (3.1)
randvillkoren
¢(0,?) = u(m,t) =0 (3.2)
samt degynnelsevillkoret
u(z,0) = f(z)’ 0<z<, (3.3)
dir f(z) ar en given kontinuerlig funktion.
t
4
u(0,t)=0
u(®,t )=0
\
\
N
\
. e 4
ik

u(x,0)=f(x)

LAt oss, liksom vi gjorde i kapitel 1, forst s5ka en 15ening pi formen
u(z,t) = X(2)T(t), - (3.4)
som uppfyller ekvationen (3.1) samt de homogena randvillkoren (3.2). Vi far

X"(2)T(t) = X(z)T'(t) (3.5)
X(0) = X(x) = 0. (3.6)
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Vi sdker tills vidare en formell 16sning vars riktighet kan verifieras senare och far efter division med
X (2)T(t)
X"(z) T'(t)
= . 3.
X(z) - T(1) @.7)
Vénsterledet i (3.7) beror nu enbart av £ och hogerledet enbart av 2. Detta innebar att bida led
&r konstanta, t ex lika med -2,

x" T : : :
X=T°= =A. (3.8)
Detta ger tvud egenvirdesproblem med samma ). Frin (3.6) och (3.8) fis problemet
X"4+AX=0, ©0<z<~x '
{X(o) = X(x) =0. (3.9)

Detta &r virt forsta problem av Sturm-Liouvilletyp. Den formella definitionen av dessa problem
foljer senare. Fran (3.8) f3s dessutom ekvationen :

T 4+ 2T =0,
som har 16sningen
T(t) = Ce™'. (3.10)

Vi ser att om A < 0 &r T(?) exponentiellt vixande, vilket forefaller orimligt av fysikaliska skal;
dérav valet av konstanten A i (3.8). Vi tilliter emellertid A vara ett komplext tal.
Ekvation (3.9) har 18sningen

X(z)= AcosVAz + Bsinviz.

Villkoret X(0) = 0 medfor att 4 = 0, och frén villkoret X (x) = 0 foljer att sin vAx = 0 och vi fir
att \/X = n, n heltal. Detta ir den enda 16sningen &ven for komplexa A. Vi fir att A = n? och kan
utan inskrinkning anta att n.dr ett positivt heltal. Problemet (3.9) &r siledes endast 16sbart for
diskreta virden pi ), egenvdrdena A = A, = n?. Motsvarande 16sningar ir egenfunktionerna

Xn(z) = Bypsinnz

och frdn (3.10) fas
Ta(t) = Cne™™".

Vi ser att det for varje n existerar en unik (&3 nar som pd amplituden b,) 16sning
tn(z,t) = bye™ *sinnz,

som satisfierar differentialekvationen (3.1) samt randvillkoren (3.2). Eftersom ekvationen ar linjir
och randvillkoren ir homogena galler att aven linjirkombinationer av egenfunktionerna &r mojliga
16sningar. Vi gor darfor ansatsen

o0
u(z,t) = }: bnginnze ™. (3.11)

n=]
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Nu dterstir endast frigan om dessa 16sningar ar "tillrackligt manga” for att aven begynnelsevillkoret
(3.3) skall kunna satisfieras. Om vi formellt sitter in t = 01i (3.11) fas

f(z)=1u(z,0) = 2 by sin nz. (3.12)
n=1

Kan konstanterna b, viljas s att likheten i (3.12) galler?
Vi vet att {X,}.2, = {sinnz},, &r ett ortogonalsystem i L?[0,x] med vikt w(z) =1, ty

< XpyXm>= /X,.(z)Xmizjdz

sinnzsinmzdz

S~ ©

T E

Snm.

Detta innebar (jir (2.10)) att b, méaste valjas som

_<fiXa> 2 f .
b = <X.X.>" = b/f(z)smnzdz. (3.13)

Problemet dr om detta val av konstanterna b, racker for att likheten i (3.12) skall gdlla for "alla”
funktioner f(z). Med andra ord: Ar {X,(z)}32, = {sinnz}%, ett fullstindigt ortogonalsys-
tem? Svaret ar ja och det visar sig att detta &r en allmdn egenskap for egenfunktioner till Sturm-
Liouvilleproblem.

I vart speciella fall kan man inse fullstandigheten pd foljande sitt: Definiera den udda
utvidgningen F(z) av f(z) genom att sitta

f(z), 0<z<m,
F(z)= { o, z =0,
~f(-z), —-*x<z<0O0.
Nu ir enligt sats 2.8 systemet {1,{sinnz,cosnz}2,} ett fullstindigt ON-system i rummet
L*[-x,x). Det betyder att
Ag )
F(z) = Y +§A,.cosnz+3..smnz

i rummet L?[~x,x], ddr

L4
"= %/F(z)cosnzdz = (Fudda]=0
-
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och

x x
n = %/F(:)sinnzdz: %/F(:)sinnzdz
- 0

x

= %/f(z)sin nzdz = b,
0
enligt (3.13). Men om nu

o0
F(z)= z bnsinnz
n=1
i rummet L2[—,x], 63 fir vi genom att inskrinka oss till intervallet [0, 7] att
[~ ]
f(z)= 2 basinnz,
n=1
dar konvergensen tolkas i L2[0,x}-norm.
3.2 Allmanna Sturm-Liouvilleproblem

Betrakta differentialekvationen

v"(z) + P(z)y(z) + Q(z)y(z) + AWW(z)y(z) =0, a<z <), (3.14)
med randvillkor ery(a) + azy’(a) = 0
1y.a 2y (a) =
{bw(b)+bzv'(b) =o. (3.12)

Vi s6ker icke-triviala 16sningar till (3.14) sidana att randvillkoren (3.15) ar uppfyllda. Detta dr ett
exempel pa ett Sturm-Liouvilleproblem.
Anmairkning. I virt problem (3.9) &r P(z)=Q(z)=a2=by;=0o0ch W(z)=a1 =4 = 1.

Av tekniska skl vill man ofta skriva Sturm-Liouville-ekvationen (3.14) p3 s k sjdlvadjungerad
form, vilket sker enligt foljande. Genom multiplikation med den integrerande faktorn p(z) =
exp{[” P(t)dt} fir ekvationen formen

2 [ 2] + fta) + duo)lnz) = 0 (3.6)

och Sturm-Liouvilleproblemet kan skrivas

= [pa)]+ g(aly + Mofz)y = 0, a<z<h
a1y(a)+ a2y'(a) =0
byy(b) + b2y (b) = 0.

Fér att f2 battre forstdelse for Sturm-Liouvilleproblem visar det sig 1ampligt att infora ndgra
begrepp fran linjar algebra och funktionalanalys och darefter bevisa en allmin sats.

Lat H vara ett linjirt rum med komplexa skaldrer och dir elementen betecknas med f,g, och
anta att det finns en skalirprodukt < f,g > definierad p4 H. Ett s&dant rum brukar kallas ett
inre-produkt-rum.

(i) En linjar avbildning A : H — H med definitionsomrdde D(A) C H kallas for en linjdr operator
pa H.
(ii) A siges vara symmetrisk om < Af,g > =< f,Ag > for alla f,g € D(A).

(3.17)
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Sats 3.1. Ldt A vara en symmetrisk operator p4 H. D& géller:

(i) Egenvéardena till A &r reella.
(ii) Egenvektorer svarande mot olika egenvirden &r ortogonala.

Bevis. Antag att f # 0 och g # 0 ir egenvektorer med egenvirden A resp u,d vs
Af=Af
{ Ag = pg.
Eftersom A och u ar skalirer giller
<Af,g>=<A,g>= A< f,g>.
Vi har ocksi att
<Af,g>=< fLAg>=<fipg>=n< f,g>.
Ur detta foljer att A< f,g > =1 < f,g > eller
(A-m) < fig>=0. (3.18)
(i) Satt f=g. D3 ar ocksd A = py och
(A=N<Hf>=(A=-Dsf* =0.
Eftersom ||f]|# 0 & A= X, d v s A ir reell.
(ii) Vi kan nu skriva (3.18) som
(A-p)< f,g>=0.

Omnu A#puiar< f,g>=0,d v s egenvektorerna f och g ar ortogonala. |

For att kunna anvanda dessa resultat méste vi kunna associera en symmetrisk operator A
med definitionsomride D(A) till Sturm-Liouvilleproblemet (3.17). Detta gir till p& foljande sitt:
Lat L2 (1), liksom i kapitel 2, beteckna mingden av alla kontinuerliga funktioner u(z), definier-
ade pi intervallet 7 = (a,d), for vilka integralen f: lu(2))® w(z) dz existerar dndligt. L&t vidare
skaldrprodukten < u,v > definieras enligt

b
<uv>= /u(z);(—:jw(z) dz, u,v € L3 (I).
a

Slutligen infGres
v
u 7
som brukar kallas Wronski-determinanten f6r funktionerna v och 7.
En jimforelse mellan egenvirdesekvationen Af = Af och Sturm-Liouville-ekvationen pi

sjilvadjungerad form (3.16) visar att operatarn A bor skrivas som

1/d d
A--;; (2;?3; +q),

Af:—% (‘diz ;d; +q)f=-'3; (*d% (p:-{;) +qf)
= -2 (@fY +aN) ==Z01" +71 +af).

Den centrala poangen i Sturm-Liouvilleteorin &r att man valjer definitionsomridet D(A) s3 att A
blir symmetrisk.

: (3.19)

W(u,?)=u? - u's=

dvs
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Sats 8.2. Lit I = [a,b] vara ett kompakt intervall och antag att

(i) pe CY(I), q,w € C(I), p €] identiskt lika med 0, w(z) > 6> 0 pd I.

. 1/d d
() A=-2 (da:pdz +q)'

(iii) Operatorn A har ett definitionsomrédde D(A) sédant att om u,v € D(A) galler

(a) u,v € C*(1),
(B) Au, Av € L2(1),
() p(a)W(4,%)(a) = p(b)W (u,B)(b).

D4 ar A en symmetrisk operator.

Bevis. Antag att u och v tillhér D(A). D3 giller att

b
Y Y L %
<Au,v>-—/-—w(dz(pu)+qu)vwdz
a

PA liknande sitt fis

b
b
<u,dv>= —[pu?] + /(pu'?-— qu?) dz.
a
a

Hirav foljer den s k Greens formel

b
< Au,v> ~— < u,Av>= [p(z)W(u,s)(z)]

Nu valdes emellertid D(A4) sidant att
p(a)W(u,7)(a) = p(B)W (u,7)(b)-

Darfor géller att
<Au,v> - <4,Av>=0

for alla u,v € D(A), d v s A dr symmetrisk.

(3.20)

Kraven pd D(A) i sats 3.2 kan uppfyllas pd flera sitt. Foljande fem fall visar sig vara speciellt

viktiga i tillimpningarna.

(i) Om p(a) = p(b) = 0 s& behdvs inga speciella villkor pd u och v, och vi kan vilja

D(A) = {u € C%a,b): Au € L%[a,d]}.
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(ii) Om p(a) = 0, p(b) # O behdvs nigot villkor pa u och v i punkten b. Vi kan vilja
D(A) = {u € C?[a,b): Au € L%[a,b] och byu(b) + byu'(b) = 0}
dir b och by &r reella konstanter som uppfyller (b;,5;) # (0,0).
(iii) Om p(a) # 0, p(b) = 0 valjer vi
D(A) = {u € C?a,b] : Au € L) [a,b] och ayu(a) + azv'(a) = 0}
dar a; och a; ar reella konstanter som uppfyller (a;,a2) # (0,0).
(iv) Om p(a) # O, p(b) # 0 kombinerar vi (ii) och (iii). Det generella fallet blir
I . asse) arn(e) =)
D(A) = {u € C*[a,b) : Au € L% [a,d) och byu(b) + byu!() = 0

dir (a;,a2) # (0,0) och (b;,b2) # (0,0).
(v) Om p(a) = p(b) # 0, kan vi sitta
u(a) = u(b)
v'(a) = “'(b)}
Randvillkoren (i)—(iv) siges vara separerade, eftersom de ger separata krav i olika rand-
punkter. I fall (v) talar vi om ett Sturm-Liouvilleproblem med periodiska randvillkor (exempel:
fourierserier). Listan &r inte fullstdndig.

D(A) = {u € C?a,b): Au € L% [a,b] och

Sammanfattning. Det allmdnna Sturm-Liouville-egenvirdesproblemet definierat pa ett
kompakt intervall [a,b)

:;—i; [p(z)v(2)] + a(z)u(z) + Au(z)u(z) =0, a<z<d
ayu'(a) + apu(a) =0
b u/(b) + bu(d) =0

dir ay, az, by och b, dr reella konstanter som uppfyller (a;,a;) # (0,0) och (b;1,5,) # (0,0),
kan skrivas som en egenvirdesekvation "

Au = du, u € D(A),
dir operatorn A ar symmetrisk, d v s
< Au,v>=< u,Av> for alla u,v € D(A).

Enligt var sats om symmetriska operatorer ir alla egenvirden till Sturm-Liouvilleproblemet
reella. Vidare ir egenfunktioner som svarar mot olika egenvarden ortogonala.

Vi har snart visat att nastan alla egenskaper hos egenfunktionerna i det inledande exemplet
#ven foreligger for egenfunktionerna till ett allmant Sturm-Liouvilleproblem. En mycket viktig
friga &terstir dock: Nar &r egenfunktionerna sidana att de utgor ett fullstindigt ortogonalsystem
pé [a,b)? Detta ir, som vi tidigare sig, ett nodvandigt krav for att det skall vara méjligt att anpassa
linjirkombinationer av egenfunktioner till exempelvis begynnelsevillkor.
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Sturm-Liouvilles sats. Det symmetriska Sturm-Liouville-egenvirdesproblemet med separerade
randvillkor dir funktionerna p, ¢ och w uppfyller villkoren i sats 3.2 har odndligt minga reella
egenvirden som kan numreras i en vixande f6ljd

A< A3<... <A< ., Ap — 00 din — oo,

Alla egenvarden &r enkla och motsvarande egenfunktioner {pn(z,An)}S2, utgdr ett ortogonalsys-
tem i L2 [a,b). Detta ortogonalsystem ar fullstindigt pé intervallet [a,b].

For beviset, se t ex Coddington-Levinson [4)], kap 7.
Enligt Sturm-Liouvilles sats kan en godtycklig funktion f € L2 (a,b) pd intervallet (a,b)
utvecklas i ortogonalserie med hjilp av egenfunktionerna ¢,:

1@~ Yepnls),  a<z<d, (321)
n=1

dér

b
o= ol = ot | w8

Egenfunktionssystemets fullstindighet gér att N-te delsumman i (3.21) konvergerar mot f(z) i

Ll[a,b}-norm,d v s
b
lim /
N—oo
a

Speciellt giller i exemplet i avsnitt 3.1 att varje f € L?[0, %] har en serieutveckling

N 2
f(z)- Ec,.gaﬂ(z) w(z)dz = 0.
n=1

[~ -
f(z) ~ Zc,,sinm:, 0<z<m,
n=1l
dar

en = %/f(z)sinnzdz
0

x
© lim /
N-—oo

0

Serien konvergerar mot f i L2 [0,7]-norm, med w(z) = 1. Detta har vi tidigare sett p4 annat sitt
i avsnitt 3.1.

och
2

dz = 0.

N
f(z)~- Z cpBinnz
n=1

Definition.
a) En differentialoperator av den typ, som forekammer i sats 3.2 och Sturm-Liouvilles sats brukar

kallas en reguljér Sturm-Liouvilleoperator.
b) Med en singuldr Sturm-Liouvilleoperator menar man en differentialoperator som definieras av

1/d d
A——;(E;Pd-; +¢1)
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med p € C}(I), q,w € C(J), p # 0 och w > O pd I, dir I &r ett givet icke-kompakt intervall.
(Médngden I kan vara ett Sppet begrinsat imtervall, ett halvoppet begransat intervall eller ett
obegriansat intervall.) Exempelvis dr de symmetriska operatorer som associeras med Legendre-,
Tjebysjov-, Hermite- och Laguerre-ekvationerna av singuldr typ.

Den metod for att 16sa egenvirdesproblem som vi hittills anvant kan dock anvandas dven i
det singuldra fallet. Villkoret () i sats 3.2 ersitts d2 med

lim, p(2)W(w,3)(z) = Lim p(z)W(s,5)z).
Foljande exempel visar detta.
Exempel. Legendres differentialekvation
(1-2zH)u"(z) - 2zu'(2) + Au(z) =0, -~1<=z<1,
kan skrivas pd sjdlvadjungerad form
diz [(1 ~ z’)g] -Adu(z)=0, -1<z<1,

dvs Au= Audir q du

Au=— [(1 - :c’)d—z-] .
Eftersom p(z) = 1 — 22 ger att p(~1) = p(1) = 0 s4 giller att 4 ar en symmetrisk operator, d v s

< Au,v>=< u,Av >

for alla u,v € D(A), dir D(A) = C?[-1,1]. Alternativt kan Legendres differentialekvation skrivas
som ett egenvirdesproblem pd f6ljande sitt.

{BdE [(l-z’)‘};‘]+'\"=°' -1<z<1,
u(+£1) begransad.

3.3 Fourierserier och Sturm-Liouvilleproblem

Vi skall visa hur man kan erhilla fourierserier fran ett Sturm-Liouvilleproblem med periodiska
randvillkor som i (v). Betrakta problemet

v'(z) + Au(z) =0, -T/2<z<T/2,
{ u(~T/2) = u(T/2)
v'(-T/2) = u'(T/2).

Vi har ett Sturm-Liouvilleproblem dar randvillkoren ej ar separerade. Detta innebar att vi inte
direkt kan tillimpa Sturm-Liouvilles sats.
Definiera operatorn A och dess definitionsomride D(A) genom

Y. _ _ u(~T/2) = w(T/2)
A=-0=, D4)= {" €C-TIRTIL o pyy = u'(r/z)}‘
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Detta svarar mot valen ¢(z) = 0, p(z) = w(z) =konstant (denna konstant viljs senare). Problemet

kan nu skrivas
Au=2u, u€ D(A).

Om A # 0, sitter vi A = w? > 0 och fir 16sningen
u(z) = Be'* 4+ Ce™v=,

dir B och C ar konstanter. Kravet u € D(A) ger antingen B = C = 0 (trivialfall) eller ¢T = 1,
d v 8 wT = 2xn, n heltal. Nu blir egenvirdena, med Q7T = 2r,

A= (2—;',2)2 =(nQ)? >0

med egenfunktioner
u(z) = B cos nQz + C sin nflz,
Om A = 0 fir vi u(z) = B = konstant. Egenfunktionerni kan aven skrivas pd formen
¢n(z) = cosnflz, n=0,1,2,...

Yn(z) =sinnlz, n=1,2,...

Ett passande funktionsrum ar L2 [-7/2,T/2) med w(z) = 1/T och inre produkten
. T/2
<to>=3 [ J@0G:.
~-T/2
I detta funktionsrum blir operatorn A symmetrisk och alla egenvirden reella (enligt sats 3.1).
Egenfunktionerna ¢y, och ¥, &r linjirt oberoende och svarar mot samma egenvirde. Man
siger att egenvirdena A = (n2)?, n = 1,2,... ir dubbla (har geometrisk multiplicet tvd), medan
egenvirdet A = 0 ir enkelt. Enligt sats 3.1 &r

/2
1 —_—
< Pny¥m >= 'f / ‘Pn(z)'/’m(z) dz=0, m#n,
-7/

eftersom ¢, och ¢, ir egenfunktioner svarande mot olika egenvirden. Vi ser dock dven att
T/2
< @ny¥n =-11-, cos nz sin nfdzdzr = 0,
- /2
d v s dven ¢, och ¥, &r ortogonala. Denna slutsats kan vi inte dra ur sats 3.1, eftersom ¢, och

¥n, svarar mot samma egenvarde.
Till varje f € D(A) finns en periodisk fortsdttning med period T > 0 p4 hela R. Nu giller
enligt sats 1.9 att f kan utvecklas i foljden {(n,¥n},d vs

(-] o0
fit)y= Ea,.cosnﬂz+ Zb,. sin nfdz
n=0 n=l
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med
T/2

[ 1@
-Tn
T/2
f(z)cosnQz dz
-T2

T/2 _
by = -1?,- f(z)s8innQz dz.
~¥/2

Detta foljer ocksd av en Sturm-Liouvillesats som ticker fallet med periodiska randvillkor.

1
G =T

2
an 'f

3.4 Det svangande membranet

Ett klassiskt problem utgbr svingningarna hos ett plant, homogent, elastiskt, cirkulirt membran
med fastspind rand. Lagg ett zy-plan i membranets jamviktsldge s& att dess rand v blir en-
hetscirkeln z? + 3? = 1. Efter inforande av polira koordinater
Z=rcosp
{ y=rsing
kan avvikelsen fran jamviktslaget beskrivas av funktionen u = u(r,¢,t). Man kan visa att denna
funktion uppfyller den tvidimensionella vdgekvationen, som i polira koordinater fir foljande ut-

seende
8u_ o8 16w 186%
t? 8r2 " r8r 282

Hir giller att ¢ = \/T/q, dir T ir membranspinningen och g ir massan per ytenhet.
Eftersom membranet ir fast inspant vid r = 1 maste randvillkoret

)=o, r<l, ¢t>0. (3.22)

u(l,,t) =0 (3.23)
vara uppfyllt. Om utbuktning och hastighet vid t = 0 &r kinda tillkommer begynnelsevillkoren
ur,¢,0) = f(ne), r<1 (3.24)
8
U@ 0) =g(rnp), r<i (3.25)

For att finna losningar till vigekvationen (3.22) ansatter vi u(r,,t) som en produkt mellan
en rumsberoende och en tidsberoende funktion,d vs

u(r,@,t) = U(r,)T(t). N

Inséttning i (3.22) och omflyttning ger foljande relation
18T 1 (aw 18U lb’U)

STo8 ~T\bF Trhr T RS
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Hir ar vénster led oberoende av (r,y) medan hoger led &r oberoende av t. Bida leden ar alltsd
lika med en konstant som vi kallar —). Vi fir dd

— = -AT (3.26)

82U 18U  18%U

87'2 ;-5;- -’3—8? 4 '—AU. (3.27)

Separera nu &terigen variabler genom att sitta
U(r,¢) = R(r)8(p)-
Efter insdttning i (3.27) och omflyttning fir vi

" ' F.

R(r) ~  R(r) &)
Bada sidor ar en konstant som vi kallar 4. Vi fir siledes
8" () = — () (3.28)
r*R"(r) + rR'(r) + Ar*R(r) = pR(r). (3.29)

Funktionen ®(¢) m3ste vara 2x-periodisk vilket leder till kravet 4 = n? > 0, dir n ir ett heltal.
Losningen till (3.28) kan nu skrivas

®(p) = A cos(np) + Bsin(ny),

dir A och B ar konstanter.
Vi skriver ekvation (3.29) som ett Sturm-Liouvilleproblem. Det enda villkor vi har pd R(r)

i r =0 &r att den dr begrinsad.

Ed; (rR'(") + (—ﬁ;) R(}) +ArR(r) =0

|R(0)] < o0
R(1)=0

(3.30)

Man kan visa att villkoret R(1) = 0 ir orimligt om A < 0. Antag darfor i fortsittningen att A > O.
Variabelbytet z = rv/A, X(z) = R(r) uti (3.29) ger
X(z) dX(z)
dz? " dz
Detta ir den s k Bessels differentialekvation. Dess 16sningar som &r begrinsade i en omgivning av
origo ar '

+(z}-n)X(z)=0. (3.31)

z? +

X(z) = aJn(z),

dir @ ir en konstant och J,(z) & Besselfunktionen av forsta slaget av ordning n. Losningen till

ekvation (3.29) dr alltsd
R(r) = aJn(rV}).
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Randvillkoret i r = 1 kriver nu emellertid att
Ja(VA) = 0.

Man kan visa att J, har oindligt manga nolistillen jy, 1, Jn2,... - Kvadraterna pa dessa nollstillen
ar alltsd egenvirden till systemet (3.30) medan Jn(jnir), & = 1,2,... &r systemets egenfunktioner.

Vi 16ser tidsekvationen (3.26) och finner att mojliga 16sningar till vir ursprungliga ekvation
(3.22) ar

U k(1 9,1) = Ju(Gnkr) (A cos(np) + Bsin(ne)) (C cos(cin it) + D sin(cjn it))

fork=1,2,..., n=0,1,... . Aven summor av dessa ir l8sningar till (3.22).

Nu dterstir endast att anpassa de funna 16sningarna till begynnelsevillkoren (3.24) och (3.25).
L4t oss for enkelhetens skull anta att membranet &rivilavidt = 0,d v s g(r,) = 0. Detta medfor
att D = 0. Dessutom kan vi, for att forenkla rikningarna, anta att vi har rotationsinvarians d
t=0,dvs f(r,p) = f(r). p-beroendet forsvinner om endast funktioner u, x f6r vilka n = 0 fir
finnas med i 16sningen. Vi hoppas alltsd kunna finna en 16sning pé formen

[- <
u(r,p,1) = Y crJo(jo,ur) cos(cio,kt). (3.32)
k=1

Problemet &r att vilja konstanterna ¢x, £ =1,2,... 83 att
o0
> exdo(os) = £(r). (3.33)
k=1

Det visar sig emellertid att Sturm-Liouvilles sats for singuldra Sturm-Liouvilleproblem garanterar
att funktionerna Jo(jo x7), k¥ = 1,2,... utgor ett fullstindigt, ortogonalt funktionssystem pa inter-
vallet [0, 1} med viktsfunktion w(r) = r. Ortogonalitetsrelationen kan skrivas

1
{ Jo(jo x7)Jo(Jo,mr)r dr

= 8km .- (3.34)
(Jo(Gour))’r dr

Oty s

Multiplicera relation (3.33) med rJo(jo,mr) och integrera frin O till 1. Anvindning av (3.34) ger
slutligen .
6ff(r).fo(;)'o',;)rdr

Ck =

> . (3.35)
of (JoGoar)) rdr

Ekvation (3.32) med ¢, enligt (3.35) beskriver sdledes membranets avvikelse frin jamviktslaget.
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4. FOURIERTRANSFORMEN o -

-~

4.1 Definition av fouriertransformen .

Vi vet frin kapitel 1 att fourierserier gir utmairkt att anvinda vid studiet av periodiska forlopp
i t ex mekaniska och elektriska system. Tyvarr ger dock praktiska och teoretiska problem ofta
upphov till ickeperiodiska funktioner. Allmint har man en funktion f(t), som ir definierad pa hela
reella axeln och som inte har nigon periodicitet. En naturlig friga ir nu om det finns aigon metod
att studera frekvensspektrum bos ickeperiodiska funktioner. En sidan ges av fourieriransformen.
For att infora denna kan man g till viga enligt f6ljande: Tag forst restriktionen av j(t) till ett
.andhgt intervall och gor en periodisk fortsittning av denna restriktion.

s+ f (t)
—T/2 T/2 t
, £-(t)

T
i

—+ 4 —— 4 + e
-3T/2 -T/2 . T/2 3T/2
Vi fir d3 en T-periodisk funktion fr med egenskapen att
6= fr), -3 <t<3.
Genom att 13ta T — oo fis att
| Jim 72(t)= 5(0) (41)

for alla ¢. Under sedvanliga forutsittningar kan fr utvecklas i fourierserie

fr(t) = i o™
T2

en= J fe e, 0=7,
/2

N -
)
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och det foljer med wp = On = 2N n frin (4.1) att

T
T/2

ft)= lim E / f(z)e~ == dz | eiw-t. (4.2)
n--oo ~T/2

Vi skall nu berdkna detta grinsvirde intuitivt. Senare skall vi verifiera att den erhilina formeln ar
korrekt. Idén bestar i att appfatta hogerledet i (4.2) som en Riemannsumma. Satt

sz‘
he(w) = / f(@)e = dz | e,
~T/2

Definitionsmassigt ar Riemannintegralen

b n~—
/h,(w)dw- lxm Elhg(wk)Awk,

dira=wy<w) <...<wn =10, Aw;=uwis;—wioch |w|| = 02X |Awg] .

I vart fall &r
2r(k+1) 27k _2x
AU); S Wiy W = - =

T T T°
eller
l - Awk
T 2x°
Observera att Awy — 0 dd T — oo. Vi kan skriva
T/2
ft)= Jim z eivat / f(2)e =% dz | Aw,
Au,-o n_—w _le
= [intuitivt i varje fall]
1 (-] [- <]
el fwt —fwT
=5 | ¢ ( / f(z)e dz) dw.
- -0 Cad -

Jamfort med vanliga fourierserier ser vi att fourierkoeflicienterna c¢,,, definierade for varje heltal
n, ~00 < n < 00, har bytts ut mot integralerna

7 f(z)e™"* dz,

definierade for alla reella w, —00 < w < co. Fourierserien

f(t): i cﬂeinnt

n==—00
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har ersatts av
Fouriers inversionsformel

f(t)=2—1x- / it ( / f(z)e""'”dz) dw. (4.3)

-0

Definition. Fér varje absolutintegrabel funktion f(t), ~o0 <t < 00, d v s sddan att
o0
/ 7)) dt < oo
)
definierar vi fouriertransformen f =  [f] enligt
o0
Fw) = / f()e=it at.
-—00 .

Klassen av absolutintegrabla funktioner definierade pi reella axeln brukar betecknas med L!(R)
(itminstone om integralen ar definierad som en Lebesgueintegral). F uppfattas som en operator,
som avbildar funktionen f pi dess fouriertransform

F:f—F=¥F
Andra vanliga beteckningar ar
F@) =T W) = F 1)
Sats 4.1. Antag att

/ If ()] dt = A < o0,

d v s f tillhér LY(R). D& giller foljande.

(i) If(w)l <A, ~00o<w<oo.

(i) f(w) ar en kontinuerlig funktion av w.

(iii) |wlf'_xllocf(c.:) = 0 (Riemann-Lebesgues lemma).

Anmarkning. Villkoret [ |f()| dt < oo &r tillrackligt men inte nddvéndigt for att man skall
kunna ge mening 3t f:s fouriertransform. En Onskan att kunna fouriertransformera vidare klasser
av funktioner ir en av orsakerna till att man inf6r ett nytt funktionsbegrepp, de s k distributionerna
eller generaliserade funktionerna.

Exempel. Lit oss berikna fouriertransformen av f(f) = e~1*l. Vi fir

) 0 ]
Fw)= / e~wteltldt = / eiwtet dt + / e~wie=t dt
-0 -00 0

. el(—~iwt1)t70 . l=iw-1)t1T 5
- Th-{noo[—iw+1]_r+1‘l£noo[-—iw—l]o = 14w?’



66 : Kapitel 4: Fouriertransformen

Fouriers inversionsformel ger i detta fall

)

- 1 : 2

[ It = -2-;: / CMI +w2 dw. (44)
=00

Observera att vi inte har bevisat fouriers inversionsformel utan bara gjort dern trolig.

Ovning 7. Bevisa formel (4.4) med residukalkyl. (Denna &vning &r ett viktigt led i beviset av
Fouriers inversionsformel.)

Exempel. Berdkna fouriertransformen av funktionen

_J1, T
f(t)'{o, it|>T.

Losning.

fw)= 7f(t)e""‘"dt= 7 et dt

-T
_emiwT — eiT _ 2isinwT _ 2sinwT
- —tw T w T w
Vi observerar att
- 2sinwT
fw=22

ej ir absolutintegrabel, d v s f tillhér ej L1(R).

4.2 Rakneregler for fouriertransformen

Foljande rakneregler for fouriertransformen ar analoga med motsvarande rakneregler for fourier-
serier. Vi limnar bevisen som dvning.

1. Linearitet "af +bg - af + b5, a,beC.

: : ¥, 15(w
2. Tidsskalning flat) s 27 (a) , a€R,as£0.
3. Tidsforskjutning f(t—1o) N e W), to €R.

4. Frekvensforskjutning eller modulering
et f(t) o flw-a), €l

Multiplikation av signalen f(t) med fasfaktorn e**! ger en forskjutning av f:s frekvensspektrum.
Foljande exempel, himtat frin ett Chalmerskompendium av Jan Petersson, belyser moduler-
ingsregeln.
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Exempel. Amplitudmodulering,.

Vid amplitudmodulering inom t ex telefoni och radiokommunikation l8ter man amplituden hos en
hogfrekvent barvig variera i takt med den tonfrekventa signal som man vill dverfora. Om denna
signal ir f(t) och barvigen &r cos 1, sd bildas*

®(t) = f(t) cosf2t.
Fouriertransformen f6r den amplitndmodulerade signalen ®(t) &r enligt modnleﬂng&egeln
$w)= %f(w-ﬂ)-{- %f(w-l-_ n).
Spektrum for den modulerade signalen f(t) delas alltsf i tvd lika delar, som sedan translateras
med £ rad/eek. Figuren nedan visar amplitudspektra for f(t) och ®(t) i ett fall dar f(t) ar
"bandbegrinsad”, d v s f(w) = 0, d& ] > W. Observera att di f(t) ir reell &r |f(w)| en jamn

funktion och allts? symmetrisk kring w = 0. I praktiska fall varierar f(t) lingeamt i forhillande
till barvigen Typmh viirden i: W/21r < 4.5 kHz och f2/2x > 150 kHz.

\r Antenn

i (<)
) > ? ’f(t)coth

()] 19 ()

Undre Ovre
sidband sidband

VAN N -

e —— m—————

¢ Denna typ av amplitudmodulering (det finns andra) betecknas DSB-SC (Double gideband-
guppressed garrier).
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P& mottagarsidan kan f(t) &tervinnas ur &(t) genom en process kallad demodulering eller
detektering. Olika mdjligheter finns. En metod &r "synkron” detektering. Vi bildar produkten
&(t) cos 0t och fir

&(t)cos 2t = f(1)cos® 0 = 31(1) + 3(1)cos202t.
Fouriertransformering ger

F [&(t) cos 1] = [eos = %(e‘m-i- e"‘m)]
=27w) + 37w -20)+ {7 (@ +20). “s)

Spektrum for &(t) cos D¢ bestir av tre delspektra och om 2 > W (ett krav, som i praktikfall Jitt kan
appfyllas) s Sverlappar dessa delspektra inte varandra (se figur nedan). Andra och tredje delen av
spektrum kan di avligsnas genom (ideal) ligpassfiltrering. Av hogerledet (4.5) &terstir di 3 Fw),
som &r fourjertransform av 1£(t). Sammanfattningsvis: Om £ > W, e kan f(t) &tervinnas ur
&(t) genom multiplikation med cos 2t f6jd av ligpassfiltrering.

Antenn
\r D Fl—s L £(t)
§(t)=f(t)co§.Qt \T/f(t)coszQ’t— it 2
cos (Ot
f(ticos (2t f(t)cos2(Qt
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Mainga linjara differentialekvationer kan framgingsrikt studeras m h a fouriertransformering,.

Fdljande rikneregler galler:

5. Deriveringregeln. Om f och dess derivator av ordning < n tillhér L}(R),d vs

- -
/ If(")(t)] di<oo, £=0,1,2,...,n,
)

galler att
10(t) L ()" F ().
Anmirkning. Under dessa forutsittningar f6ljer av Riemann-Lebesgues lemma att om f(®) ligger
i LY(R) giller
im w"f(w)=0.
i1 ()

Detta innebar att f(w) méste g& snabbare mot noll &n 1/ w|™, d& jw| — 00, d v 8

- 1

For=o(g)-
Vi ser dterigen att regularitet (deriverbarhet) hos f yttrar sigi att dess fouriertransform f avklingar
snabbt. For négon konstant C gailler vidare olikheten

lf(w)ls(—l—_l_—c'l";r)m —00 < W < 0.

6. Frekvensderiveringsregeln. Om t* f(t) € L'(R) for ndgot heltal k > 1 och om f € L}(R), giller
att f &r k ginger deriverbar och

5 dF =
t* f(2) Lo * = ).
Man inser att 5. och 6. bor gilla ty de fis genom formell derivation av formlerna

o

1= 5- / et F(w) duw
respektive
Fw)= / et f(t) dt.

Problemen ar foljande:

(i) Nir galler Fouriers inversionsforme]?

(ii) Kan man derivera under integraltecknet?

(iii) Entydigheten: om f =3, ar d& sakert f = g?

Vi skall undvika dessa problem genom att i kapitel 5 visa att formlerna giller mer allmant for
generaliserade funktioner.
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4.3 Fouriers inversionssats

Sats 4.2. Lit f vara en Riemannintegrabel funktion definierad p& hela reella axeln sddan att
(-
0 [uela<e, (fenm).
-0

-~ w I3
Lit f(w)= [ f(t)e~**dt vara dess fouriertransform och antag ocksé att*
-0

(ii) 7 [Fw)l dw< oo (F € L'(R)).
(iii) f(t) &r kontinuerlig och begrinsad for — oo < t < co.
D4 galler .

50 =5 [ Fwetd

Bevis. Bilda integralen

(-

7e‘“”f(w)dw = / it ( 7 f(z)e~* dz) dw.

-0

En formell omkastning av integrationsordningen ger uttrycket
[~ ] = ]
/ f(z) ( / eilt-2) dw) dz.
-00 -00

. o
Har stdter vi pd problem. Hur skall uttrycket [ €*“*dw tolkas (u = t—z)? Integralen ir defintitivt
inte konvergent i vanlig mening. Detta avhjé‘.l—;zs pa foljande sitt: Vi infoér funktionen

= 1
ko) = Traa

som konvergensfaktor, Enligt exemplet pd sidan 65 galler att

Tidsskalningsregeln 2. ger

k(1) = %k (-:-) = i—e’ml‘ L 1 =k,. (4.6)

1+ €

* Antagandet (iii) &r i sjilva verket Gverficdigt.
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Nu giller enligt exemplet p3 sidan 65 och 6vning 1 att

o0

“lemo L[ g S
=320 ) ¢ Tron
—co
©0

L j e"“tk(w) dw

2x

-00

och dirmed via skalning ocks} att
1 ©0
k(t) = o / EME () duv. (4.7)
-00

Vi fir nu efter inforandet av konvergensfaktorn att

©o o0

__1_ fwt 7 1 1 Wt Fr AT

- /e F ) o = 5 /e 7 (w)Fe(w) dw
~00 ~00

= 2% 't ( / e"“”f(z)d:z) ke(w) dw

-00

= [omkastning av integrationsordning)

= 7 f(z) (2—1”- ]Oe‘(‘-’)“i,(w) dw) dz

-0

= [formel (4.6)] = / F@)ke(t - z) dz

1 1
= — e~ lt—=l/e = — e lzlle
/ 7€ f(z)dz /,_2€e f(t+z)dz

o0

= /k,(z)f(t+z)dz (4.8)

Funktionen k.(t) = & e~!*l/¢ har for smi ¢ > 0 egenskaper liknande dem, som Poissonkirnan Py(6)
har di r &r ndra 1. Det galler att

o0
@) / seMidt=1, e>0.
—-e0

i - X -tire gy =
(ii) P_%/ ¢ dt=0, 6§>0.
le|26
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Man siger att k (1) ar en approximativ deltafunktion (deltadistribution, se kap 5). Tag & > 0 och
valj 6 > 0sd att [f(t+z) — f(t)] < h for |z| < 6. Vi fér

£ - / k(2)f(t + 2)dz

< / ke(2)1f(t) - f(2 +2)) dz

< max|f() - S+ =) +2_max_|f(=) / k.(z) dz
l=]26
<h+4+2MR(e)— hdie—0,
dir M= _max |f(z)], ty

—00<TL o0
R(e) = / k.(z)dz— 0 die—0.
l=[26

Men h > 0 ar godtyckligt. Detta innebdr att hoger led i (4.8) gir mot f(¢) d& € — 0. Med ett
analogt, ndgot enklare, resonemang (genomfor detta) inser man att vanster led i (4.8) gir mot

. _
fwty

o /e f(w)dw
-00

och vi har visat Fouriers inversionsformel. [ |

Fouriers inversionsformel kan tolkas analogt med fourierserieutvecklingen for en periodisk
funktion. Om funktionen f(¢) har period T med QT = 2, talar fourierkoefficienterna

T
Cn = % /f(t)e-inﬂt dtv n= 0, il’i2’ M
0

om hur mycket av den rena svingningen h(t) = €™ som ingar i f. Mingden o = {nQ;c, # 0}
kallas spektrum for funktionen f. Fourierserieutvecklingen

oo
f(t) = E cneinﬂt = Z cneinnt

n= -0 n€o
uttrycker det faktum att den periodiska funktionen f verkligen kan byggas upp av sina komponenter
Cn einﬂt. .
For en aperiodisk funktion f(t), t € IR, talar fouriertransformen

Fw)= / f)e-tdt, weR,

om hur mycket av svingningen h(t) = e*“* som ingir i f. Med spektrum for funktionen f menar
man den minsta slutna mangd L pi realaxeln sddan att f(w) = 0 om w ¢ ¥. Mangden ¥ kallas
stodet for f (jfr avsnitt 54). Fouriers inversionsformel

10 =5 [ Fe)tao= 2 [Fo)eras
-—00 z
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siger att den aperiodiska funktionen f kan byggas upp av oandligt minga periodiska fanktioner
k(1) = e®*, w € T. Funktionen f/(2x) kallas spektraltdtheten for funktionen f.

Anmarkning. Steget f — f kallas spektralanalys (analys, fourieranalys). Rekonstruktionen av f,
d v s steget f — f, kallas spektralsyntes.

4.4 Faltning

Definition. For tvd givna funktioner f och g bildar vi en ny funktion (f ¢ g)(t) definierad for
—00 € < £0 genom '

(o= [ S6-o)te)ez. (4.9)

J + g kallas faltningen av f och g.
Exempel. L4t funktionerna f och g vara definierade av

_{1, 120 _fet, 120
f(‘)‘{o, 1<0 9(')'{0,’ t<0.

Bestim faltningen av f och g.
Losning.

(fe9)t) = 7f(t-=)9(=)d== [f(“’)= {c1>: :f:;]

1
_ {fe"dz= 1-e7% 120,
=10
0, 1<0.
Anmarkning. Ordet faltning kommer fridn tyskans Faltung, som betyder vikning. Engelskans
convolution har latinskt ursprung.
Faltningar apptrader naturligt vid studiet av linjara, tidsinvarianta system. Ett system H
kan tankas beskrivas av en "svart 14da”, till vilken man skickar en insignal z(t) och fir en utsignal

y(t). Vi skriver detta formellt .
z(t) »— y(1).

()3 H > y(t)

——— ~

Matematiskt beskrivs systemet av en operator som avbildar funktioner p funktioner.
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Ett system ar linjart om
21(t) o 31 (2)
PO 0)
medfor att
Xz (1) + Aaza(2) o Mg (2) + Aawa(2).

Detta innebdr att utsignalen svarande mot en given linjarkombination av insignalerna z; och z, ar
precis samma linjirkombination av utsignalerna y; och y,.
Systemet ar tidsinvariant om for varje T galler att

2(t) e (1)

medfor
z(t—T) 2L y(t - T).

For ett tidsinvariant system resulterar en tidsfordrdjning med tiden T av insignalen i en tidsfordroj-
ning av utsignalen med tiden T'.

Man kan visa (se appendix H) att utsignalen y(t) vid insignal z(t) for ett linjart, tidsinvariant
system under allminna forutsdttningar ges av integralen

oo

y(t) = / z(t — 8)h(s) ds.

-0

Funktionen h kallas systemets ¢mpulssvar. Ofta maste man tolka h som en s k distribution (gene-
raliserad funktion), se kapitel 5.

Om h(t) = 0 did t < O beror utsignalen vid tiden t, y(t), endast pd insignalen z(s) for tider
s < t. Systemet kallas d3 kausalt (beror endast pa det forflutna). Detta &r ett naturligt antagande
for fysikaliska system.

Faltningen av de lokalt integrerbara funktionerna f och g ir inte alltid definierad. Den &r
dock definierad bl a under foljande férutsattningar:
(i) f och g tillhér L}(R). D4 giller ocksd att f + g € L}(R).
(i) f € L*(R) och g &r begransad. D3 blir f # g en begrdnsad funktion.
(iii) f &r begransad och g € L*(R). D4 blir f g en begrinsad funktion.
(iv) f(t)=0ddt<Oochg(t)=0dit<O.

Ovning 8. Bevisa pastiendena (i)~(iv).

Raknelagar for faltning.

Foljande riknelagar galler under vissa forutsattningar (se nedan):
1. Kommutativa lagen fxg=g+f

2. Distributiva lagen f(g+h)=fxg+ fxh

3. Associativa lagen  f+(gsh)=(f+g)*h

4. Deriveringsregeln  S-(f +9)(®)= (' + 9)(t) = ( + 9)(t



Avsnitt 4.5: Fouriertransform och faltning 75

Nagot om bevisen. For 1. fir vi via variabelbyte

< u=t—-2
(f+9)t) = / f(t —=z)g(z)dz = [d ]

u=—dzr
= / f(w)g(t ~ u)(~du) = / §(t - v)f(v)du

= (g« )(®).
Regel 1 galler siledes om faltningen &r definierad. Regel 2 galler ocksd om de ingdende termerna
ar definierade och verifieras 1att. Reglerna 3 och 4 krdver mer ingdende diskussion. Regel 3 giller
t ex om '
(i) f,g och k liggeri L'(R).
(ii) f och g ligger i L(IR) och k &r begrinsad.
(iii) f,g och k ar alla positiva.
Regel 4 slutligen giller t ex om f, g, f' och ¢’ € L'(R).

Exempel. Om
g(t)=H(t)-2H{t-1)+ H(t - 2)
h(t) =1

fis att f+(g+h) =0 medan (f*g)sh=1.

{f(t) = H(t)

Ovning 9. Verifiera detta!

4.5 Fouriertransform och faltning

En mycket viktig egenskap hos fouriertransformen ar dess inverkan pa faltningar.
Sats 4.3 (Faltningssatsen). Antag att f och g ligger i L(R). D4 galler att
(i) f*g liggeri L}(R).

(i) fr9+ 73

o0
Bevis. (i) foljer av att || * gll, < lIfll; - llgll, dar |Ifll; = [ 1f(z)] dz. Detta limnas som vning
-00

(se anmérkningen nedan). For (ii) far vi

F [(f ¢ 0)®)(w) = / ( / f(t—z)g(z)dz) =it gy

-0 -00

= [omkastning av integrationsordning]

= / ( f(t—z)e™t dt) 9(z)dz

-0 o0

= / ( f(t = z)e~iAt-2) dt) 9(z)e™" dz.

-0 oo
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For den inre integralen fis via variabelbytet u =t ~ z, du = dt
oo - )
/ f(t—z)e~"At-2) dt = / f(w)e % du = f(w).
-0 -0
Vi ser att

F[(F+0)®)w) = / ) (s(2)e™™) da

= fw) / o(z)e* dz = F(w)F(w). |

Andra varianter av faltningssatsen forekommer, t ex

Sats 4.4 (Faltningssatsen). Om f, g och g tillhér L(R) galler
(i) f-g tillhér LY (R),

@) £ 9L =(F *3).

Bevis.

(i) Om g och g tillhér L} (R) galler enligt inversionssatsen att g ir begrinsad, d v s g tillhér L= (R).
Detta innebdr att f - g tilhér L'(R). )

(ii) Vi far

(7 +5)w) = / fw-2)3(z)dz

= /g(z) ( f(@)emitom2)t dt) dz

-0

= [byte av integrationsordningen)
[~ . (-]
= / f(t)e—t ( / g(z)e*" dz) dt.
-0 -0
o0
Men [ g(z)e'='dz = 27g(t) enligt inversionssatsen. Siledes ar

-_—00

Fep)@)=2r [ et = 26T [fe)a(o)]- 5

Anmairkning. I hela detta avsnitt har vi anvint omkastning av integrationsordningar. En allmin sats, som garan-
terar att detta ir tillitet ir Fubinis sats, som galler for Lebesgueintegraler och dirmed ocksi for funktioner som ax
absolutintegrabla i Riemanns mening.
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Sats (Fubini). Antag att f(Z,y) ir en mitbar® fanktion av tvi reella variabler och antag att den upprepade

integralen ir indlig: e
/ (/ 1f(z,9)] dy) dz < oo.

-0 o~ =4

D& ir f(z,y) integrerbar Sver hela planet och

/f(z,!l)dzdﬂ= _7 (7f(z,y)dy) dz
R

= 7 (7{(:,3/):1:) dy.

Om den itererade integralen ir absolutkonvergent kan man skledes kasta om integrationsordningen. Detia
villkor &r uppfyllt i de fall som vi behandlat ovan. '
4.6 Plancherels formler

Formlerna bir namn efter den schweiziske matematikern Michel Plancherel (1885-1967). De ar
analoga med Parsevals formler f6r fourierserier.

Sats 4.5. Om

(i) f och g samt § tillhor L*(R)

eller om

(ii) f och g tillhor L*(R)

sa galler

(P1) [ swsdas [ Fep@a.
(P2) [ 1otwr at= g [ @) .

Formel (P2) foljer av (P1), om vi viljer f = g.

Formlerna ir i sjilva verket giltiga under manga olika forutsdttningar. I beviset skall vi anta
att f € L*(R) samt att g, G € L}(R).

Bevis av P1 (d3 f € L'(R), 9,7 € L'(R)).
Enligt Fouriers inversionsformel galler att

0= 5= [ T

* Mitbarhet ir ett begrepp i integrationsteorin. Sk ir ¢ ex kontinuerliga funktioner och grinsvirden av foljder
av kontinuerliga funktioner matbara.
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Komplexkonjugering ger

Vi ﬁ.rnix

Omkastningen av integrationsordningen &r tilliten d& f och g &r absolutintegrabla. |
4.7 Fysikaliska tolkningar av Plancherels formler

(Frin Jan Petersson [9])

Energispektrum. Integralerna i (P1) och (P2) kallas ibland enerygiintegraler. Betrakta figuren,
dir en elektrisk strom med stromstyrkan J(¢) gir genom en resistor med resistansen 1 ohm.

I(t)_ AAAAA
1ohm

I(t) mits i ampere och ¢ &r tiden i sekunder. D4 ar 1- I?(t) den effekt i watt, som utvecklas
i resistorn och tidsintegralen -

o0
Ezjrma
-0
ar den energi i Ws, som totalt utvecklas i resistorn. Genom Plancherels formel (P2) kar vi skriva

E =I rua =Z F) g“’;

Integralen i vinsterledet visar hur totalenergin E fordelas i tiden: I(t)? dt &r den del av energin,
som utvecklas under tidsintervallet ¢ till £ 4 dt. Integralen i hogerledet visar hur totalenergin ar
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fordelad pd olika frekvenser i stromstyrkans spektrum.
@) 57 = H W) dv

&r den del av energin, som finns i frekvensbandet mellan w och w + duw. Av detta skal kallas |7(w))?
10r energispektrum.

I(w))?

Exempel. En rektangulir puls

_f1, T
= {3 HsT
har enligt exemplet pd sidan 66 fouriertransformen
a 2sinwT
Pw)=—
Pulsens energispektrum ar d3
45in’ wT

B’ =
Enligt Plancherel ar pulsens totalenergi

o0
E= /1’:1: i/ UL/
2

=T -00

Tidsintegralen visar att E = 2T.
Genom integration av energispektrum kan vi berikna exakt hur stor del av totalenergin som
kommer frdn olika frekvensband. Energin frhn "huvudioben”, k| < x/T (se figuren) ir exempelvis

" 4sin’ T
BINn" W
E"'E_/—_w?—dw'
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5 -T OT ¢t

dér Sj ar integralsinus: .
Si(z) = / snt dt
o
Vi vet att E = 2T och alltsd ir E, 2
-E- ;s:(z:) x 0.904.

Tydligen giller att drygt 90% av pulsens totalenergi finns i frekvensbandet |w| < «/T.



