Loésningar till tentamensskrivning pa kursen Algebra och kombinatorik fér F3 maj
2002

1. Op. 1: Vilj k lador som skall vara tomma: (Z) olika sétt.
Op. 2: Foérdela r olika bollar i n — k icketomma delméngder: S(r,n — k) olika siitt.
Op. 3: Etikettera delméngderna: (n — k)! olika sétt.

Multiplikationsprincipen ger nu SVAR. (}7)S(r,n — k)(n — k)!.

2. Lat x och y vara godtyckliga noder i grafen G. I G finns n — 2 noder férutom noderna x och y.
Till dessa n — 2 noder gar n — 1 kanter fran = och y. Alltsa finns en nod z som triffas av minst
tva kanter fran x och y. Eftersom G saknar multipla kanter maste en kant komma fran = och en
fran y. Mellan z och y finns da en stig (av lingd 2) och grafen &r sammanhéngande.

3. a) Subtraktion av ekvationerna ger x + 2y = 0 och inséttning i forsta ekvationen ger da y = 0
och ddrmed x = 0. Alla dessa rakningar ar utférda i Z,,, ddr n ar godtyckligt.

b) Som ovan fast man far 3y = 0. Tva fall.

Fall 1: 3 delar inte talet n. Da &r 3 inverterbart i Z, och det finns bara den triviala 16sningen
z=0,y=0.

Fall 2: n = 3k for nagot heltal k. Ekvationen 3y = 0 har da lésningarna y = sk for s =0, 1, 2.
For var och en av dessa losningar finns ett unikt tal x sa att x + 2y = 0.

Svar: a) En losning. b) En 16sning om 3 inte delar n, om 3 delar n precis tre olika losningar.

4. Vi betraktar det allménnare fallet med foljder av lingd n. Kalla en f6ljd tillaten om ingen etta
finns nagonstans till héger om en tvaa. Lat a, beteckna antalet tillatna foljder av langd n.

Vi listar upp alla tillatna foljder av lingd n. Forsta listan innehaller de som bérjar med en
nolla. Efter nollan kommer en tillaten foljd av lingd n — 1. Denna lista innehaller alltsa a,_1
stycken foljder. Den andra listan som innehaller féljder som borjar med en etta innehéller ocksa
a,_1 stycken olika foljder. Den tredje listan innehaller foljder som borjar med en tvaa. Efter denna
tva kommer antingen nollor eller tvaor, med inga restriktioner. Alltsa innehaller denna lista 27!
olika foljder. Nu &r alla foljder upplistade och vi far da att

an = 2ap_1 + 2™,
Motsvarande homogena rekursionsekvation har allménna l6sningen
h __ n
a, =C2

dér C ar en konstant. Vi ansétter kandidater till partikulértlosningar genom af = An2" och far
da att
An2™ = 2A(n —1)2"" 1 2L,

Denna ekvation ger att enda méjligheten for A dr A = 1/2. Allmén 16sning &r alltsa
a, = 02" +n2" 1,
For n =1 giller att a; = 3 vilket ger att C = 1.

Svar: agy = 229 + 20 - 219,

5. Lat a vara godtyckligt element i G och betrakta produkten av sidoklasserna aH och o 'H.
Denna produkt #r en sidoklass cH. Denna sidoklass méaste innehélla elementet ala~'1 = 1. Enda
mojligheten &r att cH = H. Elementen i miingden {aha='1|h € H} = aHa™! 4r da en delmingd



till H. Da a var godtyckligt valt &r H en normal delgrupp till G.

6. a) Kortast r kanske att konstatera att (z+1)(22+2+1) = 0 dvs 23 +1 = 0. Men multiplikativa
gruppen i K bestaende av element skilda fran noll bestar av sju element och inget av dessa har
ordning tre och diirmed #ir 2% + 1 # 0 for alla 2 € K \ {0}. Inga rotter till andragradsekvationen
224 241 =01 K garanterar irreducibilitet da polynomets grad #r just tva.

b) Enligt 16sningen ovan giiller att elementet z i en kroppsutvidgning av K med hjélp av po-
lynomet 22+ z+1 har ordningen tre. Om polynomet vore primitivt skulle z ha ordning 82 —1 = 63.

c) Trial and error ger oss polynomet 2% +z+z+1. Vi far att 2% = zz+z+1, 25 = (23)? = 222+,
2T =220 = (2?2 +a)2z+a? +ao+1, 2% = 2227 = x+1 och 22! = (2°)2-2% = z+22. Enda mojligheten
for elmentet z dr da att det har ordning 63 eftersom dess ordning maste vara en delare till talet 63.

7. Representera problemet som en bipartit graf med nodméngderna P och F', pojkar respektive
flickor, dér vi har en kant mellan pojken p; och flickan f; om pojken p; kan ténka sig bjuda upp
flickan f;.

Lat I beteckna en delmingd av pojkarna och J(I) de flickor som pojkarna i I kan tédnka sig
bjuda upp. Betrakta den delgraf som erhalles nér bara noderna i I och J(I) finns kvar och kanter
enligt ovan. Antalet kanter #r da m|I| eftersom varje pojke i I kan tédnka sig bjuda upp m stycken
flickor. Nagra flickor i J(I) kan ténkas bli uppbjudna av andra pojkar &n de i I, sa fran nagra
noder i J(I) gar eventuellt firre &n m kanter till noderna i I. Vi kan dérav sluta att |J(I)| > |I|.
Enligt Halls sats finns, emedan I var godtycklig delméngd till P, en komplett matchning. Denna
matchning later vi utgora forsta dansen.

Infér andra dansen giller nu samma férutsdttningar som fran boérjan men med m — 1 istéllet
for m. Vi tillimpar nu Halls sats en andra gang och dérefter en tredje gang osv.

8. a) Antalet ord i en perfekt binir ettfelsrittande kod C av lingd n &r enligt packningsvillkoret

2n
C|l= .
€] n+1
Antalet kodord i koden i konstruktionen ovan ir
on 22n 22n+1

€] n+1l n4+1 (n+1)+1

Vi kontrollerar nu att minavstandet ar tre.
Betrakta tva kodord

(x14+cr,wat+cayen o T+ Cny X1, 22,0 oy Ty (X1, X2, ..oy 20) + fC1,¢0, .05 Cn))
och
!/ / !/ / !/ / !/ / / ! / / / / /
() +c,ah+ by x4, a2, a0 (2], xy, . )+ f(e] e,y e))-
Om x = (z1,...,2,) = x' = (2],...,2]) sa blir avstandet minst tre eftersom avstandet mellan

c=(c1,...,¢cn) 0ch ¢’ = (c],...,c,) dr minst tre. Genom att betrakta fallen da avstanden mellan

r n
x och x’ dr ett, tva och storre dn eller lika med tre far man pa samma sétt att avstanden mellan
kodorden ar minst tre.
Da kodens minavstand dr tre sa kommer sfiarer med radien ett runt kodorden att vara disjunk-

ta. Varje sadan sfar innehaller 2n 4 2 stycken ord. Enligt ovan innehaller koden (272:% stycken

ord. Totalt ligger alltsa 227t stycken ord pa ett avstand hogst ett fran ett kodord, dvs varje ord i
Z22”Jrl ligger pa avstandet ett fran ett kodord. Koden &r ddrmed visad vara perfekt ettfelsrdttande.

b) Vi later f((0,0,...,0)) =0 och f((c1,...,¢n)) # 0 om (c1,...,¢,) # (0,...,0). Summan
av tva ord i koden som inte dr nollordet ligger da aldrig i koden. Koden &r da inte linjéar.



