Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Algebra och Kombinatorik fér F3, 5B1302,
mandagen den 26 maj 2003.

1. Systemet &r ekvivalent med att  =2-2 (mod 5), x =3-3 (mod 7) och x =4 -4 (mod 9). Nu
kan vi anvidnda kinesiska restsatsen och gor fér den skull ansatsen

rt=a-7-9+b-5-94¢-5-7+n-5-7-9.

Vi finner att 3a =4 (mod 5), 3b =2 (mod 7) och —c = —2 (mod 9). Systemets allménna 16sning
blir da
Svar. x=3-7-943:-5-942-5-7T4+n-5-7-9=794n315.

2. a) Halls villkor ér inte uppfyllt ty antalet mingder &r 6 och
{a,b,c} U{a,b,d} U{c,a,d} U{b,a} U{b} U{d,c, b} =]|{a,b,c,d}| =4 <6.

Alltsa finns ingen transversal till médngderna.

b) Vi tolkar méngderna som noder i en nodméngd X och elementen i méngderna som noder i
en méngd Y. Vi far en bipartit graf om vi har en kant mellan méngden A; och elementet x; precis
da z; € A;. Enligt a) giller da att

mazacx (Al — |J(A)]) > 2 (beteckningar enl ldroboken).

Alltsa maste, enligt kidnd sats, minst tva element liggas till. Detta ricker ocksa. Familjen av
mangder
{a,b,c,a}, {a,b,dy}, {c,a,d}, {b.a}, {b}, {d,c b}

har ju transversalen {x,y,c,a,b,d}.
Svar. Tva element.

3. Multinomialutvecklingen av polynomet ar

(1422 —2%)0= >~ ( 10k>1i(2x3)j(—x5)k.

i
i+j+k=10 )

Da 3j+5k=38,0<i<10,0<j<10,0<k <10 bara har losningarna (i, j,k) = (2,1,7) och
(0,6,4) far vi
Svar. 21 (=1)7(, ;) + 28(=1)* (g.g0) = —2510 + 645 = —720 + 64 - 210 = 12720.
4. a) Tillsammans spénner raderna i matriserna H och H' upp ett delrum till Z§ av dimension
hogst 5. Detta eftersom de har en gemensam rad. Det finns d4a minst ett ord ¢ # 01 Z$ som ér
ortogonalt mot samtliga rader i H och samtliga rader i H'. Ett sadant ord tillhér bade C' och C”.
b) Alla méjliga kolonner av lingd 3, utom kolonnen k= (1 1 1)T, finns med i matrisen H.
S& ordet v ligger pa avstand minst tva fran nagot ord i C precis da Hv™T =k, ty om HvT = k; # k
sa skulle k; ju vara en kolonn i H och ordet v pa avstand hogst ett fran nagot kodord.



Den enda kolonn som saknas i H' &r kolonnen ¥’ = (1 1 0).
Ett ord v som inte ligger pa avstandet 1 eller 0 fran nagot ord vare sig i C eller C’ satisfierar
da ekvationssystemet
Hvl =k, och Ho' =Fk.

dvs pa tablaform

1101 0 0]1
01 10 0 1]1
10 001 1|1
1101 0 01
00110 1]1
10 01 1 1|0
Detta system har bl a 16sningen v = ( 1 1.0 1 0 0 ) .

Svar Ja.
5. Operation 1 Vi stéller forst ut ménnen i en ko. Detta kan ske pa 7! olika sétt. Sa ny = 7.

Operation 2 Dérefter placera vi ut kvinnorna, en efter en i utrymmen mellan, framfér och
bakom miénnen. Det finns 8 sadana platser. Antal mdéjligheter blir da 8 -7 -6 -5 -4 - 3. Saledes
Nng = 8'/2'

For hundarna och katterna finns det nu 16 olika platser att placera dessa pa. Inga djur far sta
bredvid varandra. Sa

Operation 8 Bestamer vilka platser som djuren skall sta pa. Av 16 mojliga platser skall vi vilja
ut 9 till hundarna och katterna. Detta kan ske pa (196) olika sétt. Sa n3y = (196).

Operation 4 Placerar ut hundarna och katterna pa dessa positioner. Kan ske pa 9! olika sétt.
Sa ng =9\

Svar ny -ny-ng-ng =75 (7)) - 9! = 421803444142080000.

6. Till varje graf G finns en entydigt bestimd graf G med samma nodmingd som den for G
men G har en kant mellan noderna a och b precis da G saknar en kant mellan noderna a och b.
Eftersom varje nod i den kompletta grafen har valensen n — 1 sa kommer komplementet G till en
(n — 3)-reguldr graf att vara 2-reguliir. Talet a,, anger alltsa ocksa antalet 2-regulira grafer med
n noder.

En 2-regulér graf bestar av ett antal cykler. Lat n; beteckna antalet cykler av ling i. Da géller
for en 2-regulédr graf med n stycken noder att

3ng+4ns+...+kng=n och ny =0, ny=0.

Antalet olika 2-reguléra grafer ar alltsa lika med antalet sétt att dela upp talet n som en summa
av 3:or, 4:or, .... Den generarande funktionen for talféljden a,, blir alltsa

Svar [[.2,(1+a" +a® + 2% +..) =[];2, (1—1xi)'

7. Antag att
G =<a>={a,d*...,d"=id}
H=<b>={bb* ... 0" =id}

K =<c>={c,c? ....c" =id}.



Gruppen G x H x K bestér da av de k - n - m elementen (a®,b%,¢") diir 0 < s <k, 0 <t <n och
0 <7 < m. Antag att talet d delar bade k och n: k =d-p och n =d - q. Da géller

(a®, b, )R/ = (@) 3, () A, () 3Y) = (id, id, id).

Var slutsats blir att om minst en av de storsta gemensamma delarna sgd(k,n), sgd(m,n) och
sgd(k,m) inte dr 1 sa dr G x H x K inte cyklisk.

Antag nu att samtliga dessa storsta gemensamma delare &r 1. Vi visar att da genereras gruppen
G x H x K av elementet (a,b, ¢).

Antag (a,b,c)t = (id,id,id). DA giller a' = id. Enligt kiind sats maste da talet k dela talet
t. Pa samma sétt har vi att talen n och m delar talet . Om talen k, n och m saknar gemensam
delare maste da t = dknm for nagot tal d. Eftersom (a,b,c)*™™ = (id, id,id) sa maste nu (a, b, c)
ha ordning knm.

8. Ringen Zs[z]/ < (z + 1)™ > bestar av ploynomen
{ag + a1z +asx® +.. . Fan 12"t a; €72y for i=1,2,...,n}.

Invertibla element &r de polynom p(x) som &r relativt prima till (z + 1)™. Polynomen p(z) och
(z+1)™ ar relativt prima precis da de saknar nagon gemensam delare. Eftersom entydig uppdelning
i irreducibla faktorer giller i Z;[x] s vore de enda gemensamma delarna av formen (z + 1)* for
nagot tal k. Detta intréaffar precis da 1 dr ett nollstalle till p(x). Invertibla element i denna kvotring
ar alltsa de polynom p(z) sadana att p(1) # 0. Antalet sadana &r 14tt att bestimma da

p(x) =ao +arr+ax® +... ta, 12" =>p(l)=ap+ar+as+ ... +a, 1.
Sa p(1) # 0 precis da ett udda antal av koefficienterna ag, a1, as, . . . a,—1 &r skilda ifran noll. Vi far

Svar 271,



