LOSNINGAR Algebra och kombinatorik fér F3 22 augusti 2001

1. B(3) =¢5 3'7 = 48. D(48) =¢5 487 déir de = 1(mod 48). Euklides algoritm ger d = 17.

2.a) x =¢o¢p = (1 3 4 5).
b)cp=(1 2 4 5 3), en femcykel som har ordning 5.
¢) H=< (1 2 3)(4 5) > ér en cyklisk grupp med sex element.

3. > pey 0(v) = 2e och §(v) = p ger att p|V| = 2e. Da p ar ett primtal sa giller att p | 2 eller
p|e.

4. Lat D beteckna derivering. Lat T'(z) = Y ;" 2™. D4 géller att Y~ 2n? 2" = 2zDxDT(z). Da
T(z) =1/(1 — z) sa far vi att

S0 2n? 2" =2zDaD— =2z(1 +2)/(1 — x)>.

5. Inga invertibla element kan ligga i ett maximalideal. Z15/1, ddr T maximal ideal, &r en kropp.
Antal element ¢ i en sadan kropp #r en potens av ett primtal och ¢ | 12. Detta ger att |I| =6, 4
eller 3. Méngderna {2,4,6,8,10,0} och {3,6,9,0} och {0,4, 8} utgor de enda additiva delgrupper-
na till Z15 med 6, 4 resp 3 element. Den sista delméngeden &r dock inget maximalideal ty den &r
innehallen i den forsta. De tva forsta dr maximala.

b) En kropp innehaller ett identitetselement e med egenskapen e - e = e, dvs e(e — 1) =12 0.
Enda sadana element dr e = 1 och e = 4. Om elementet 1 ligger i kroppen ligger ocksa alla sum-
mor 1+ 1+ ...+ 11 kroppen och vi far samtliga element i Z15, men Z15 dr €j en kropp. Déremot,
elementen {0, 4,8} bildar som litt verifieras en kropp med tre element.

6. Varje icke kodord ligger pa avstand ett fran ett kodord. Inget ord med vikt tva ar ett kodord.
Varje kodord med vikt tre ligger pa avstand ett fran precis tre olika ord av vikt tva. Detta ger att

(antal kodord av vikt tre)-3=(antal ord av vikt tva)=(}).

SVAR: (3)/3.
b) Op 1. Vilj ord av vikt tre pa avstandet ett fran ordet 1100000. Antal mojligheter &r ny = 5.

Vi kan anta att det valda ordet dr 11100000.

Op 2. Vilj ord av vikt tre pa avstandet ett fran ordet 1001000 och minst avstandet tre fran
ordet 1110000. Antal majligheter dr ny = 3.

Vi kan anta att det valda ordet ar 1001100. Koden innehaller da orden 0000000, 1110000,
1001100, 1000011, 1111111, 0001111, 0110011, 01111000.

Op 3. Aterstar att vilja ytterligare ett ord av vikt tre. Inget av ovanstdende ord ligger pa
avstandet ett fran ordet 0101000. Det finns tva mojliga sadana ord, orden 0101010 och ordet
0101001. n3 = 2.



De valda orden bildar nu 16 ord och multiplikationsprincipen ger nu SVAR: 30.

7. a) I =(ord med konsekutiva I:n), osv. Svaret ges av [ITUT UL U E U N|. Vi anvénder inklusion
exklusion.
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b) Ménga olika sitt finns. Vi véljer f6ljande.
Svaret ges av 5 - |[I\ (INT)U(I NL)U(INE)U( NN))|. Antalet element i mingden
(INTHYU(INL)U(INE)U(INN)) berdknas med hjilp av inklusion exklusion som ovan.



