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Losningar till tentamensskrivning pa kursen Algebra och kombinatorik for F3, 5B1302,
9 januari 2002.

1.Dan="77T=11-7sd m = (11 — 1)(7 — 1) = 60. Vi behover d sadant att e-d = 1 (mod 60).
Med hjilp av Euklides algoritm far vi d = 7. Vi berdknar D(9) = 97 i ringen Z77: 92 = 4,
97 = 9(92)% = 9. (—13) = 37.

Svar. 37.

2. a) Kolonnerna &r olika vilket ger att minimavstandet &r storre &n tre. Ordet (0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,)
och nollordet tillhor koden. Minimiavstandet dr alltsé tre.

b) Kodorden i uppgift a).
c¢) Matrisen har rang 4, ordlingden &r 10, s antalet kodord &r 2194 = 64.

d) Matrisen multiplicerad med kolonnmatrisen (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)7 blir ko-
lonnen (1 1 0 1) Detta #r matrisens femtekolonn, ordet pa avstand ett #r alltsd
(1,1,1,1,0,1,1,1,1,1).

3. a) Grafens kromatiska tal &r stérre &n ett eftersom minst en kant finns. Alltsa giller att
P(G,1) =0, och P(G,1) & summan av alla polynomets koefficienter.

b) Till exempel en graf med noderna a, b, ¢ och kant mellan noderna a och b och mellan b och c.
c) P(G,2) = =2 Error.

4. Vi anvéinder principen om inklusion-exklusion. Lat A;; beteckna méngden av surjektioner f
sadana att f(i) = f(j). Lat S(n, k) beteckna antalet partitioner av en méngd med n element i k
stycken icketomma delméngder. Svaret ges da av formeln

415(6,4) — (|Ar2| + [Asa| + [Ase]) + (|A12 N Aza| +[A12 N Ase| + [Ase N Asal) — (|A12 M Aga N Ase|)
Nar vi beréknar A;; téanker vi oss 4 och j som samma element. Vi far
|A;;| = 415(5,4), |A;; N Ag| = 415(4, 4)], och |A12 M Ay N Asgl = 0.
Stirlingtalen S(n, k) beriknas med hjilp av rekursionen
S(n,k)=8Sn—-1,k—1)+kS(n —1,k).
Vi far da att antalet surjektioner med de givna kraven &r
4165 — (4110 + 4110 + 4110) + (411 + 4!1 + 411) — 0 = 912.

Svar. Mindre dn 1000.



5. Delgruppen kommer ocksa att innehalla permutationen (1 2)(2 3)=(1 2 3). Delgruppen
innehaller saledes element av ordning tva och tre. Talet sex delar alltsa antalet element i delgrup-
pen. Och antalet element i delgruppen delar antalet element i Sy dvs talet 24. Enda méjligheterna
ar 6 och 12. Det finns bara en delgrupp till Sy med 12 element, den delgrupp som bestar av jaimna
permutationer. Men (1 2) &r ingen jimn permutation. Permutationerna (1 2) och (2 3) kan
bada betraktas som element i S3, som ju har sex element, och som kan betraktas som en delgrupp
till 4. Enda mojliga delgrupp &r en grupp med sex element, i princip Ss.

Svar.{id, (1 2),(2 3),(1 3),(1 2 3),(1 3 2)}.

6. Vi betraktar klossens automorfigrupp G och berdknar antalet olika banor enligt formeln

ﬁ S F (),

geaG

diir |F(g)| 4r antalet firgliggningar som fixeras av elementet g.

Vi betecknar klossens langsidor med siffrorna 1, 2, 3 och 4 och dess é&ndsidor med 5 och 6.

Lat ¢ beteckna permutationen (1 2 3 4). Gruppen G bestar av atta element, elemen-
ten o, 8027 9037 id, 1 = (5 6)(1 2)7 oy = (5 6)(3 4)7 Yy = (5 6)(1 4)(2 3) och ¢y =
(5 6)(1 3)(2 4).

Simpel kombinatorik ger att |F(¢)| = p?, eftersom langsidorna méaste ha samma firg, om
fargldggningen inte dndras efter automorfin ¢, men kortsidorna kan firgas med vilken som helst
av de p fiargerna och oberoende av varandra. Pa samma sitt far man att

[E(¢*)| = ", |F(%)] = 9, [F(id)| = p° [ F ()] = ', [F (o) = ", [F(43)| = p°, |F (va)| = p*.
Antalet olika fargliggningar ar lika med antalet banor sa vi far
Svar. (4p® + 3p* + p®)/8.
7. Eftersom talen r och s &r relativt prima sa finns det tal m och n sadana att

mr+ns = 1.

Da giller att

a=am g™,

Det récker nu att visa att elementen b = ™" och ¢ = a™® har ordning s och r.
Da b® = o™ = (a"*)™ = id™ = id sa giller att b:s ordning s’ delar talet s. Pa samma sétt
inses att c:s ordning 7’ delar talet r.
Men
@' = ) = () () = id.
Da a:s ordning dr rs, sa maste s dela r’'s’. Enda méjligheten, emedan bade r’ och s’ &r mindre
an r respektive s, dr att r =’ och s = s/, dvs b och ¢ har ordningarna r respektive s.

8. Ringen Z3714 dr isomorf med den direkta produkten Z;3 x Z130. Lat ¢ beteckan denna isomorfi
och 1at p(z) = (21, x2).
Det géller for en l6sning z till ekvationen i fraga att

e —z+1) = (2} — 21+ 1,23° — 25+ 1) = (0,0)

I ringen Z3 giller, enligt en av Fermats satser, att r'3 = r, for alla element 7 i ringen. Alltsa
finns ingen l6sning alls till ekvationen 21® — x; +1 = 0 i ringen Z;3. Det givna ekvationen saknar
darmed 16sning.

Svar. 0.



