MATEMATISKA INSTITUTIONEN
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Examinator: Olof Heden
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Losningar till tenta A i 5B1204 DISKRET MATEMATIK for D och 5B1203 DISKRET MA-
TEMATIK for F3 och Flspec den 5 juni 2007.

1. (3p) Visa att tva permutationer &r konjugerade om och endast om de ir av samma typ.

Losning: Se ldrobok.

2. (3p) Lat ¢ beteckna Eulers o-funktion. Visa att om n = pi* - p5? - ... - pi* dér talen p1,ps, ..., px &r
olika primtal och ey, es, ..., e dr positiva heltal sa géller att
1 1 1
n)=n-(1-—) (1——) ...-(1——).
¢(n) ( p1) ( pz) ( pk)

Losning: Se ldrobok.
3. (a) (1p) Berédkna 7!.
Losning: 7' =1-2-3-4-5-6-7 = 5040.

(b) (1p) Berikna S(5,3).

Losning: Anvénder att S(n,k) = S(n — 1,k — 1) + kS(n — 1, k) och far da
S(5,3) = 5(4,2) +35(4,3).
S(4,3) =5(3,2) +35(3,3) = 5(3,2) +3-1
S(4,2) =5(3,1)+25(3,2) =1+ 25(3 2)
S(3,2) = S(2,1) +25(2,2) =1+2-1=3.

Detta ger nu

S(4,2)=142-3="1.
S5(4,3)=3+3-1=6.
S(5,3)=T7+3-6=25.

(¢) (1p) Berikna (2,;3).

Losning:

8 8!
_ 7
(2,3,3) aigigr = oA0

4. (a) (2p) Berikna 1024499 (mod 51).

Losning: Da 51 =3 - 17 sa
1 1

p(51) = 51(1 — 5)(1 ~ 7) =216 = 32.

D4 talet 51 inte delar talet 1024, och d& 4096 = 2'2 = 2°.27 = 32128 s giller enligt Eulers sats
att
10244096 =5 (102432)128 — 1128 =5 1.

Svar: 1



(b) (2p) Bestdim 177! i ringen Zs3.

Losning: Vi anviinder Euklides algoritm foér att hitta en 16sning till den diofantiska ekvationen

53z + 17y = 1.
53 =317 +2
17=8-2+1

Detta ger att 1 =17—8-2=17—-8(53 —3-17) = 2517 — 8 - 53 och varur vi far
1 =53 2517
sa vi far

Svar: 25 = 177! i ringen Zss.

5. (3p) Grafen G har precis en cykel. Antalet noder i G #r 384 och antalet kanter &r 383. Hur ménga
komponenter bestar G av.

Losning: Tag bort en kant fran cykeln. Da dr varje komponent ett triad och det som aterstar av grafen
ar 384 noder och 382 stycken kanter. Om antalet komponenter &r k, komponenten T; har v; noder och
v; — 1 stycken kanter, i = 1,2,...,k sa giller
384 =30 v,
k k k
382=>"" (vi—1)=>7jvi—» ;1
Detta ger att 3¢ | 1 =384 — 382 =2, dvs k = 2

Svar: Antalet komponenter &r 2.

6. (3p) P4 hur manga sétt kan méngden {A, B,C, D,1,2,3,...,12} delas in i tre oetiketterade delméngder
sa att A och B tillhor olika méngder och sa att 1, 2 och 3 ocksa tillhor olika delméngder.

Losning: Forst ligger vi ut elementen 1, 2 och 3 i varsina delméngder. Detta gar pa ett sétt bara
eftersom delméngderna var oetiketterade. Men nu kan vi sétta ut etiketter, etiketten 1 pa den delméngd
som innehaller ettan etc.

Nar vi valjer varsina delméngder at A och B blir antalet méjligheter 3 - 2 = 6.

Nu aterstar de 10 elementen i méingden {C, D,4,5,6,...,12} som vi kan ldgga ut lite som det faller
sig i de tre olika delmingderna, dvs pa totalt 30 olika stt.

Multiplikationsprincipen ger nu oss

Svar: 6 - 310,

7. Betrakta grafen G med noder i de parvis disjunkta méngderna A;, As och As och en kant mellan
noden z € A; och noden y € A; om och endast om ¢ # j.

(a) (2p) Under vilka forutséttningar har grafen G en Eulerkrets?

Losning: Lat v; beteckna antalet noder i A;. Valensen hos en nod i A; dr da vy + v3 och similt
for noderna i As och Az. En sammanhéngande graf har en Eulerkrets precis da varje nod har en
jamn valens. Saledes:

Fall 1. Om vy &r ett jamnt tal sa finns en Eulerkrets om vy och v &r jimna tal och bara da.
Fall 2. Om vy &ar ett udda tal sa finns en Eulerkrets om vy och v3 ar udda tal och bara da.



(b) (2p) Antag att grafen G saknar en Eulerkrets. Under vilka forutsittningar kan man da plocka
bort kanter fran grafen G sa att en Eulerkrets finns i den graf som da aterstar?

Losning: Om grafen saknar en Eulerkrets kommer antingen precis en eller tva av méngderna A;,
1 =1,2,3 att innehall ett udda antal element.

Fall 1: Mangden Ajz innehaller ett udda antal element, medan As och A; innehaller ett jimnt
antal element var varav minst en av dessa méingder innehaller minst fyra element, lat oss siga
méngden As.

Borja med att ta bort alla kanter fran Ag till A;. Nu har alla noder utom de i A5 en jamn valens.
Nu delar vi in méngden As i tva delméngder By och Cs med vardera ett jimnt antal element,
vilket dr mojligt emedan As har minst fyra element. Fran noden b i A; tar vi bort kanterna till
noderna i By och fran noden ¢ i A; kanterna till noderna i Co. Nu har alla noder en jimn valens.
Grafen dr fortfarande sammanhingande eftersom varje nod i Az har en kant till varje nod i A,
och varje nod i A; har minst en kant till nagon nod i As, sa alla noder i A; kan férbindas med
alla noder i As.

Fall 1spec: Méangden Ag innehaller ett udda antal element, medan As och A; bada innehéaller
precis tva element vardera, A; = {b1,c1} och Ay = {by,ca}. Tag bort kanterna mellan by och ¢y
resp kanten mellan by och ¢;. Alla noder har jimn valens och grafen dr sammanhéngande (rital)
och det finns en Eulerkrets.

Fall 2: Mangden Ajz innehaller ett jamnt antal element, medan As och A; innehaller ett udda
antal element var, behandlas analogt. Tag helt enkelt bort alla kanter mellan noderna i A; och
As. Nu har alla noder en jimn valens. Grafen dr sammanh#ngande eftersom varje nod i A;, for
1 =1,2, har en kant till varje nod i As.

8. (3p) Lat ¢ och 1) beteckna nedanstaende permutationer:
(1 6 po (123456
7=\ 4 2 ) “\1 465 2 3

Undersok om det finns ndgon permutation x sadan att xpx3 = 1.

3 4
1 5

[@200 \V]
w

Losning: Vi skriver forst permutationerna ¢ och ¢ som produkter av disjunkta cykler:
0=1(1453)(26) och ©»=(1)(245)(36)
och dérefter som produkter av transpositioner, t ex:
o= (13)(15)(14)(26) resp ¥ = (1)(25)(24)(36).

Tydligen &r ¢ en jimn permutation. Oavsett om  #ir udda eller jimn sa kommer zpz?3 att vara en jimn
permutation, som ju aldrig kan vara lika med den udda permutationen 1. Det finns ingen permutation
z som loser ekvationen.



