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1.
2.
3.

Se studiematerialet.

Se studiematerialet.

2 = r+30 har rétterna r = 5 och r = —6. Rekursionsekvationens allménna

Karakteristiska ekvationen r
16sning blir da
ap, = A-5" + B(—6)".

Nu bestdmmer vi A och B sa att startvirdena blir uppfyllda:

1 = A-5° + B(-6)° 1 = A + B
-27 = A-5' + B(-6)! —27 = 5A - 6B
Ett simpelt linjart ekvationssytem med 1 l6sningarna
—21
PR R
11 11
Saledes
Svar: o1 39

(a) Sambandet Z‘zzll d(v;) = 2 |E|, dar |V| betecknar antalet noder vy, v, ..., vy| och |E| antalet
kanter, ger
18-1+18-2+5-4=2-|E|

och saledes ar antalet kanter lika med

Svar: 37.

(b) En sammanhéngande graf med ett minimalt antal kanter dr ett trid. Eftersom ett trdd med 41
noder innehaller precis 40 kanter kan grafen i fraga inte vara sammanh#ngande.

(¢) Rita forst fem noder vy, va, ..., vs och med fem kanter ut fran var och en av dessa noder. Lat vg
och v7 vara sa uppkomna grannar med vy resp vs. Koppla ihop vg och v; med en kant. Nu har
vi en graf med 18 noder med valens 1 och fem noder med valens 4 och tva noder med valens 2.
Aterstar att skapa 16 noder med valens tva. Om dess placeras ut pa kanter, i den graf vi bérjat
rita, sa far vi en graf som uppfyller de givna férutsidttningarna.

. Vi bestammer forst, med hjilp av Euklides algoritm, den stérsta gemensamma delaren till tva av talen

t ex 2520 och 2310. Detta eftersom alla gemensamma delare till dessa bigge tal dr delare till den storsta
gemensamma delaren till dessa tva tal.

2520 = 1-2310 + 210
2310 = 11-210 4+ O
Vi finner att sgd(2520,2310) = 210. Det &r litt att faktorisera 210 i en produkt av primtal:
210=7-3-2-5.

Nésta steg i var undersokning &r att avgora vilka av primtalen 2, 3, 5 och 7 som férutom att vara
delare till bade 2520 och 2310 ocksa &r delare till talet 3332. Vi konstaterar litt att 2 4r en delare, 5
inte &r en delare och inte heller 3. Men

3332 =17 -476.

Nu vet vi att gemensamma delare till de tre talen &r 1, 2, 7 och 2 - 7.

Svar: 1, 2, 7 och 14.



6. (a) Varje duva skall vilja ett av n stycken reden och totalt skall n + k stycken duvor gora sadana val.
Duvorna viljer rede helt oberoende av hur andra duvor gor sina val. Multiplikationsprincipen ger
da

Svar: n"tk,

(b) Lat T beteckna antalet reden som innehaller tva duvor. Da giller att

’
1<k<T<E

(<n).

Om precis T stycken reden kommer att innehalla tva duvor, sa kommer n + k — 27 reden att
innehalla en duva och resterande reden ingen duva. Forst utser vi de reden som skall innehalla
tva duvor, en duva resp ingen duva. Antal séitt att gora detta pa ar

np = (T,n+k—n2T,T—k) om l1<k<T<n
0 om T>n.

Sen utser vi de duvor som skall flyga till de olika redena. Antalet sétt for detta &r

k
mT:< ne 7’) dar ri+r+...+r,=n+k
1 In

r1,T2,...

och T stycken av talen ry,79,...,r, ar 2, n + k — 27T stycken av dessa tal &ar lika med 1 och
resterande tal ar lika med 0. Detta ger att

(n+k)!

mT:T.

For varje varde pa T &ar antalet mojligheter lika med

n (n+k)!
) — AT R k<
e mT (T,n+k—2T7T—k) oT O F=T

Summerar vi nu fér de olika virdena pa T far vi

Svar: Inga mdgjligheter om k£ > n men om 1 < k < n sa blir antalet mojligheter lika med

szn - n (n+ ).
T Ton+k—2T,T—k oT
T=k T=k

7. Vi borjar med att skriva permutationerna som produkter av disjunkta cykler:
0p=(1674523) och v=(13625)(47).

Tva permutationer &r konjugerade precis da de dr av samma typ, dvs nér de skrivs som en produkt av
disjunkta cykler, sa dverensstdmmer cykellingderna hos de tva permutationerna. I detta specifika fall
sa kommer ¢ och vy att vara konjugerade permutationer om v bestar av en 7-cykel.

Fran beviset av att permutationer kan indelas i udda och jamna permutationer minns vi att tva cykler
kan anvéndas for att koppla ihop resp sira pa cykler. Sa med ¢ = (4 5) far vi
v =(13625)(47)(45)=(1362574).

Med detta val av 2-cykel 1 sa bestar bade ¢ och vy av en 7-cykel. De ér da av samma typ och de &r
dérfor konjugerade.

8. (a) Vi betraktar mingden Q = {z% | z € Z,}. Vi observerar z? = y? precis da p|z? — y?. Eftersom
2?2 —y? = (x — y)(z + y) sa giller att

=y = plla—y(z+y) = pllx—y) eller p|(x+y)



Vi réknar i ringen Z,, och har da fran ovanstaende att
r—y=0 dvs z=py eller r+y=,0 dvs z=, -y

Det giller alltsa att @, om p &r ett udda primtal, bestar av de (p 4+ 1)/2 olika elementen

p—1 p+1
02:0312:(71)%22:(72)27”'3( 9 )2:( 9 )2'

Ringen Z5 har tva jimna kvadrater elementen 0 och 1. Alltsa

Q| = 2  om p=2
- % om p primtal och p # 2.

Vi anvénder oss av att Z,, dr isomorf med den direkta produkten av ringar Z,, x Z,, X ... X Z,,.
Vid denna isomorfi géller att

x  «——  (z(mod p1),z(mod p3),...,x(mod py))

och speciellt

2?  ——  (¢*(mod p1),2*(mod p), ..., z*(mod py))

Lat nu @, for ¢ = 1,2,...,k beteckna kvadraterna i ringen Z,,. Da far vi fran ovanstaende
ekvation att

Q= [@1] - Q2 - - .- - |Q&l,

dar @ betecknar kvadraterna i ringen Z,,. Saledes

Svar: Antalet kvadrater i ringen Z,,,,.. p, &r lika med

g =) Frlliei+ 1) om pr=2
STl (pi+1) om p#£2fori=1,2,... k



