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1. (MODUL 1) L̊at D beteckna omr̊adet

D =
{

(x, y) : 1 < x2 + y2 < 4, |y| < x
}
.

Beräkna integralen ∫ ∫
D

x√
x2 + y2

dxdy.

————————————————————————————————————

Vi nyttjar polära koordinater:

x = r cos θ, y = r sin θ.

Motsvarande omr̊ade i (r, θ)-planet blir

D′ =
{

(r, θ) : 1 < r < 2, −π
4
< θ <

π

4

}
.

Vid substitutionen nyttjas att
dxdy = r drdθ,

samt att
x2 + y2 = r2.

Vi finner allts̊a att∫ ∫
D

x√
x2 + y2

dxdy =
∫ ∫

D′

r cos θ
r

r drdθ =
∫ ∫

D′
r cos θdrdθ.

Den högra integralen beräknas rättframt:∫ ∫
D′
r cos θdrdθ =

∫ 2

1

r dr

∫ π/4

−π/4
cos θdθ =

[
r2

2

]2

1

[
sin θ

]π/4
−π/4

=
3√
2
.

Detta är allts̊a svaret.
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2. (MODUL 2) L̊at Γ beteckna kurvan i planet med startpunkt i (1, 0) och slutpunkt
(0, 2), vilken g̊ar längs enhetscirkeln x2 + y2 = 1 fr̊an (1, 0) till (0, 1) [kortaste vägen],
och längs med en rät linje fr̊an (0, 1) till (0, 2). Rita först upp kurvan Γ, med riktningen
indikerad. Beräkna sedan kurvintegralen∫

Γ

(2 + y) dx+ (1 + 2x) dy.

————————————————————————————————————

Vi delar upp Γ i tv̊a delar; vägen längs med cirkeln Γ1 och vägen längs med linjeseg-
mentet Γ2. Av tekniska skäl avst̊ar vi här fr̊an att försöka rita upp kurvan Γ.
Γ1 parametriseras enligt

x = cos t, y = sin t, 0 ≤ t ≤ π

2
,

varvid vi har
dx = − sin tdt, dy = cos tdt.

Vi finner s̊aledes att∫
Γ1

(2 + y) dx+ (1 + 2x) dy =
∫ π/2

0

(2 + sin t)(− sin t)dt+ (1 + 2 cos t) cos t dt.

Detta förenklar vi till∫ π/2

0

(
− 2 sin t− sin2 t+ cos t+ 2 cos2 t

)
dt,

Vi nyttjar nu att

sin2 t =
1
2
(
1− cos(2t)

)
, cos2 t =

1
2
(
1 + cos(2t)

)
,

för att finna en primitiv funktion och lösa ovanst̊aende integration. Slutresultatet blir∫ π/2

0

(
− 2 sin t− sin2 t+ cos t+ 2 cos2 t

)
dt =

π

4
− 1.

Γ2 parametriseras med y, eller mer precist,

x = 0, y = t.

Vi kan d̊a l̊ata parametervariabeln kallas y, och observerar att dx = 0. Allts̊a blir∫
Γ2

(2 + y) dx+ (1 + 2x) dy =
∫ 2

1

dy = 1.

Svaret blir allts̊a:∫
Γ

(2 + y) dx+ (1 + 2x) dy

=
∫

Γ1

(2 + y) dx+ (1 + 2x) dy +
∫

Γ2

(2 + y) dx+ (1 + 2x) dy =
π

4
− 1 + 1 =

π

4
.
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