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1. (MODUL 4) Lös differentialekvationen

dy

dx
=
π

2
(1 + y2) cosx.

Av vilken ordning är differentialekvationen? Är den linjär? Finn även den lösning som
uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 0, samt förklara var denna är definierad.

————————————————————————————————————

Ekvationen är olinjär av första ordningen. Den är dessutom variabel-separerad, varför
vi skriver

dy

1 + y2
=
π

2
cosx dx.

Vi integrerar b̊ada sidor, för att erh̊alla

arctan y =
π

2
sinx+ C,

där C är en konstant. Om nu y(0) = 0, s̊a m̊aste C = 0, eftersom arctan 0 = 0 och
sin 0 = 0. Vi finner s̊aledes:

y = tan
(π

2
sinx

)
.

Vi ska nu resonera om hur l̊angt denna lösning sträcker sig. Vi noterar att tangens-
funktionen har singulariteter i punkterna 1

2π+ nπ, där n är ett heltal, och | sinx| ≤ 1,
med likhet i ex vis x = − 1

2π och x = 1
2π, och strikt olikhet för − 1

2π < x < 1
2π. Det

följer av detta samt välkända egenskaper hos tan och sin att

y = tan
(π

2
sinx

)
g̊ar mot +∞ d̊a x → 1

2π
−, och mot −∞ d̊a x → − 1

2π
+. Vi ser att lösningen är

väldefinierad p̊a − 1
2π < x < 1

2π, men att den inte l̊ater sig utvidgas till n̊agot större
intervall.
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