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Kontrollskrivning MODUL 5

1. (MODUL 5) Beräkna Fourierserien till funktionen

f(t) =

{
− sin t, −π < t < 0,

cos t, 0 < t < π.

Rita sedan grafen till Fourierserien p̊a intervallet [−2π, 4π].

————————————————————————————————————–

Det är implicit i uppgiften att vi jobbar med perioden T = 2π. D̊a är Fourierserien p̊a
formen

a0

2
+

+∞∑
n=1

an cos(nt) + bn sin(nt),

där koefficienterna an och bn ges av

an =
1
π

∫ π

−π
f(t) cos(nt) dt, bn =

1
π

∫ π

−π
f(t) sin(nt) dt.

Vi beräknar först a0:

a0 =
1
π

∫ π

−π
f(t) dt = − 1

π

∫ 0

−π
sin t dt+

1
π

∫ π

0

cos t dt

= − 1
π

[
− cos t

]0
−π

+
1
π

[
sin t

]π
0

=
2
π
.
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Därefter tar vi a1:

a1 =
1
π

∫ π

−π
f(t) cos t dt = − 1

π

∫ 0

−π
sin t cos t dt+

1
π

∫ π

0

cos2 t dt

= − 1
4π

[
− cos(2t)

]0
−π

+
1
π

[
t

2
+

1
4

sin(2t)
]π

0

=
1
2
,

i enlighet med BETA, s. 163. Likas̊a beräknas b1:

b1 =
1
π

∫ π

−π
f(t) sin t dt = − 1

π

∫ 0

−π
sin2 t dt+

1
π

∫ π

0

cos t sin t dt

= − 1
π

[
t

2
− 1

4
sin(2t)

]0

−π
+

1
4π

[
− cos(2t)

]0
−π

= −1
2
.

För n > 1 nyttjar vi relationerna p̊a s. 165 i BETA, och f̊ar fram att

an =
1
π

∫ π

−π
f(t) cos(nt) dt = − 1

π

∫ 0

−π
sin t cos(nt) dt+

1
π

∫ π

0

cos t cos(nt) dt

= − 1
π

[
− cos[(1− n)t]

2(1− n)
− cos[(1 + n)t]

2(1 + n)

]0

−π
+

1
π

[
sin[(1− n)t]

2(1− n)
+

sin[(1 + n)t]
2(1 + n)

]0

−π

=
1 + (−1)n

π(n2 − 1)
.

Motsvarande för bn:

bn =
1
π

∫ π

−π
f(t) sin(nt) dt = − 1

π

∫ 0

−π
sin t sin(nt) dt+

1
π

∫ π

0

cos t sin(nt) dt

= − 1
π

[
sin[(1− n)t]

2(1− n)
− sin[(1 + n)t]

2(1 + n)

]0

−π
+

1
π

[
− cos[(n− 1)t]

2(n− 1)
− cos[(n+ 1)t]

2(n+ 1)

]π
0

= [1 + (−1)n]
n

π(n2 − 1)
.

Vi f̊ar allts̊a Fourierserien

f(t) ∼ 1
π

+
1
2
(

cos t− sin t
)

+
+∞∑
n=2

{
1 + (−1)n

π(n2 − 1)
cos(nt) + [1 + (−1)n]

n

π(n2 − 1)
sin(nt)

}
.

Höger led konvergerar mot funktionen, utom i alla spr̊angpunkter. Höger led represen-
terar allts̊a en 2π-periodisk utvidgning av f(t) till hela linjen, vilken i spr̊angpunkter
antar medelvärdet av vänster- och högergränsvärdena. P g a sv̊arigheten att producera
datorteckningar avst̊ar vi fr̊an att rita den begärda figuren.
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