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5B1210 Matematik IV, for B, M, och I.

Hjilpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkéant betyg (3) krévs 18 podng, medan for betyg 4 krivs 25 podng, och for betyg 5 32 poéng.
Losningarna skall motiveras vél!

TENTAMENSSKRIVNING

1. Bestdm, pa explicit form, alla 16sningar till differentialekvationen

dy 2
—= =y“—09.
dx y

Av vilken ordning #r differentialekvationen? Ar den linjir eller autonom? Finn #ven
den losning som har begynnelseviirde y(0) = 0, och beskriv var denna ér definierad. (4)

Differentialekvationen &r olinjar och autonom.

Vi kor med variabelseparationsmetoden:

dy
y?—9

/yzdggz/dx:x—i—Cl,

dér C7 ar en konstant. Partialbraksuppdelning ger
1 1 1 1
y2—-9 6\y—3 wy+3)’

dy 1 1
/y2_9 :6(ln|y—3|—ln|y+3|)—|—C2:Eln

sa integration ger

sa att

dar C9 ar en annan konstant. Vi far alltsa:

y—3
y+3

—1In

6

‘$+0102I+03,

om vi séger att C3 = C; — Cy. Vi ser att y = +3 ar kénsliga vérden for funktionen, sa

V.g. vand!



dessa maste behandlas separat. Resterande fall sénderfaller i tre grupper:
y < =3, -3 <y <3, y > 3.

Ifall y < —3, blir ekvationen
1 y—3
—In|—— | = C
6 n<y+3> e

det vill sédga
Yy -3 — 6603 66.7’)7

y+3
med 16sning
Ceb* 41 . InC
y:—gm, fOI' .’L'>—T:—Cg7

om vi bestdmmer att C #r konstanten C' = €% > 0. Om istillet —3 < y < 3, blir

ekvationen ) 3
-y
—In| —2 | =x2+C
6n(y+3> . »

med 16sning

1— Ce
y:3ﬁ7 for alla z.
For y > 3, blir ekvationen aterigen
1 y—3
—In{=—— | = C
6 (y + 3) £+ G5
med 16sdningen
14 Ceb ) InC
y:vgw, for $<7T:703

Konstanten C #r &ven i de tva senaste formlerna C' = €53 > 0. Det atersar att
observera att vi Ven har de speciella konstanta 16sningarna

y=3 och y = —3.

Enligt entydighetssatsen for férsta ordningens differentialekvationer finns det inga yt-
terligare 16sningar dn dessa ovan.

Vi finner nu den l6sning som bérjar i y(0) = 0. Vi ér nu i fallet att —3 < y < 3, med
allmén 16sning

1-C 6x
y =3 Hﬁ for alla .
Virdet for x = 0 blir -
0) =3 ;,
v0) =376
vilket kriver att C' = 1. Losningen blir alltsa:
1— 6
y ¢ for alla .
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Lat T vara temperaturen hos en kaka och Ty vara det omgivande rummets temperatur.
Vi antar att Newtons avsvalningslag géller, dvs att avsvalningshastigheten ar propor-
tionell mot temperaturdifferensen T' — Ty. Rumstemperaturen ér 20°C och kakan tas
ut fran en ugn med temperaturen 220°C. Efter 5 minuter ar kakans temperatur 120°C.
Bestdm kakans temperatur efter 20 minuter. (4)

Newtons avsvalningslag lyder

dT
i k(T - Tp),

dér k &r en positiv konstant. Losningen dr pa formen
T(t) =Ty +Ce ¥,

dér C ar en konstant, positiv eller negativ. I vart fall &r Ty = 20, medan

T(0) =Ty + C = 220.
Detta ger C' = 200. Vi kan alltsa skriva

T(t) = 20 + 200",
och vad som aterstar dr att faststiilla virdet pa k. Vi nyttjar att

T(5) = 20 4 200 e~5* = 120,
vilket ger k = % In2. Vi far slutligen
T/(20) = 20 + 200 e~ 2%% = 20 4200 - 27* = 32.5°C,

vilket utgoér den sckta temperaturen.

V.g. vand!



Los fullstéandigt differentialekvationen

Y + 16y = 0<x<g.

1
cos(4z)’

Den homogena differentialekvationen 3" 4+ 16y = 0 har karakteristisk ekvation
N +16=0,

med komplexa rotter A = +4¢. Den allménna 16sningen till den homogena ekvationen
ar da
yn = Cy cos(4z) + Cy sin(4z).

For att finna en partikulédrlosning till den givna ekvationen gor vi ansatsen
Yp = ury1 + U2y,

ddr y; = cos(4x) och yo = sin(4x). Man far

och W ar Wronskianen:

cos(4x)  sin(4x)

W= —4sin(4z) 4 cos(4z)

= 4cos?(4z) + 4sin®(4z) = 4.

Alltsa blir ekvationerna ovan

sin(4z) —L—
uy = —%Mm) =7 tan(4z),
cos(4x) 760834@ 1
Uy = 4 = Z

Hérur foljer att
1
u =g In | cos(4x)| + A4,
x

Pa vart intervall |0, 7 /8[ dr cos(4x) > 0, och genom att vélja konstanterna A = B = 0,
finner vi saledes partikuldrlosningen

1 1
Y= 16 cos(4z) (In(cos(4x))) + 1% sin(4x).
Den allménna 16sningen blir slutligen

Yy=yp+yn= % cos(4x) (In(cos(4z))) + ix sin(4x) + Cy cos(4x) + Cy sin(4x),

dir Cq, Cs &r tva godtyckliga konstanter.



4.

Bestiam en funktion f som satisfierar ekvationen

f(t) = cos(3t) + /0 e T f(t—T)dr

pa intervallet [0, +o0l.

Vi anvéander Laplace-transformering. Vi noterar enligt BETA s. 326 att Laplace-trans-
formen av en faltning dr produkten av de tva enskilda Laplace-transformerna. Laplace-
transformen av cos(3t) &r

L] cos(3t)](s) = ﬁ,
medan Laplace-transformen av e~* &r
_t 1
E[e }(s) s+l
Vi far att
Lf](s) = ll[cos(?)t)] (s) + ﬁ{/o e T ft—1) dr] (s) = ﬁ + E[e_t] (s)L[f](s)
= s L)
vilket ger

(1-557) VI = 25

Vi loser ut Laplace-transformen av f:

s—|—1_ s + 1
249 249 249

L[f](s) =

sa att )
f(t) = cos(3t) + 3 sin(3t)

dr den sokta 16sningen.

V.g. vand!



Visa att kurvintegralen
/ (3x2—|—2xy—2x—y—|—1)dz+ (:cQ—x)dy
r

dér T' &r en kurva fran punkten (0, a) till punkten (1,b) &r oberoende av vérdet pa de

reella parametrarna a,b samt av valet av vig I', och ange dess vérde. (5)
Satt
P(z,y) = 32% + 22y — 20 —y + 1, Qz,y) = 2 — x.
Da blir 9 ap
0@ _oF .1
or Oy
Hérav foljer att det existerar en potentialfunktion U sadan att
ou ou
- = P _— =
ax ? 8y Q)
och att

/de:c + Qdy = U(1,b) — U(0,a)
4r oberoende av valet av vag I'. Vi loser ut U:
Uy=a2"—z = U=@*-2)y+g(x) = U,=Q2c—-1y+g(z)=Px,y).
Detta ger att
gd@)=32"-20+1 = ga)=2"—2>+2+C,
for nagon konstant C. Vi véljer C' = 0, vilket get
Uz,y) = (2* — )y + 2> — 2% + .

Hérav foljer att
U(1,b) —U(0,a) =1-0=1,

och vi ser att

/de—FQdy:l
r

oberoende av punkterna a och b.



Berékna trippelintegralen

/// Vv +y+ zdrdydz,
K

diar K ar kroppen som ges av foljande villkor: z > 0, z <1, y < z, och z < y. (5)

Lat I beteckna den sokta trippelintegralen. Vi ordnar olikheterna som definierar K:
0<z<y<z<1

Detta gor att vi kan skriva I som tre upprepade enkelintegraler:

L f s afe

Vi beriknar den forsta inre integralen:

zZ=Yy

[ vz = e e o] 2w - @]

z2=0
Sa tar vi nésta niva:

y=x

/Oz ; [(I o2~ (z y)s/z} _ 1% [(x o) -2 (s +y)5/2]

%[((3@5/2 —2(2)5/?) — (252 — 21;5/2)} _ % {35/2 _9.99/2 1] 572

y=0

Vi erhaller slutligen

1
I= 3{35/2—2.25/%1}/ 2%/ dz = 3{35/272.2‘"/2“} {
15
0

227/2 1
2 |

7 0
fi[35/2—27/2+1] :%[9\/5—&/5“].

105

V.g. vand!



Bestdm de kritiska punkterna till det autonoma systemet

= Y,
Yy =—x—e"y.

Skriv upp det lineariserade systemet kring varje kritisk punkt pa matrisform, och 16s
dessa lineariserade problem fullstéindigt; rita dessutom ett fasportriatt med flodeslinjer
(banor). Avgér slutligen om det ursprungliga problemet &r asymptotiskt stabilt eller
€j.

De kritiska punkterna ges som losningar till ekvationssystemet

y=0
—z—e*y =0,

vilket ger x = y = 0, dvs origo (0,0) &r den enda kritiska punkten. Lat P, Q vara

P =y, Q:—m—eg”y.

Linearisering ger systemet

X' = AX,

dar

Hérav foljer det A =1 # 0 och

-2 1

det(A)J)’ T

‘)\(1+>\)+1)\2+>\+1.

Rétterna till ekvationen A2 + A + 1 = 0 blir

&

1
A== 4422
9 =

och dessa utgor alltsa egenvirdena till matrisen A. Eftersom dessa har negativ realdel &r

()



for det ursprungliga systemet origo en asymptotiskt stabil kritisk punkt. En egenvektor
_( M
(1)
svarande mot egenvardet A = —% + Z\/g/ 2 uppfyller

—(—%—FZ\/g/Q) ki1 + ko =0, dvs ko = (—1+Z§> k.

Vi kan vilja k1 = 2 och ks = —1 + i1/3. Alltsa har vi en egenvektor pa formen

K:(?\@—l)

En komplex 16sning till X' = AX &r saledes

e (2 1Bl gy 2 cos(v/3t/2)
Ke' = <z 3-1 ) eld+]t = ot (—cos(\/§t/2)—\/§sin(\/§t/2) )

. _4/2 2sin(v/3t/2) B .
+ie ( V3 cos(v/3L/2) — sin(v/3L/2) ) = Xu(t) +1iXa(t),

W=

dér det &r uppenbart vad kolonnvektorerna Xi(t) och X5(t) star for. Den allménna
reella 16sningen &r da:
Cle (t) + CQXQ(t),

dér c¢1, co dr tva konstanta reella skalédrer. Fasportriattet kan p g a grafiska svarigheter
ej ritas hér. Det bestar dock av spiralformade kurvor som flédar in mot origo. Néar vi
ndrmar oss origo ldngs en bana ror vi oss medurs.

V.g. vand!



Lat f(z) = 22 for z i intervallet [—m, w]. Berikna Fourierserien for denna funktion.

Rita sedan upp grafen for Fourierserien pa intervallet [—3m, 57].

Funktionen &r jimn pa intervallet [—m, 7], sa Fourierserien blir pa formen

(12—0 + ;::1 ap, cos(nz),

dar

an = S /7T f(z) cos(nx) dx = 1 /ﬂ 22 cos(nx) de.

—T —T

Observera att

—T

Vi koncerntrerar oss nu pa n = 1,2, 3,.... En partialintegration ger
1 2 [ 2 [T
Ta, = |— sin(nz) x - = sin(nz) x de = —— sin(nz) x dx.
n .oon) nJ_,

Ytterligare en partialintegration ger sa

/ " sin(na) z dz = [— % cos(na) x}ﬂﬁ 21 / " (= cos(ne)) de =

o nJ_r n

Resultatet blir att
4(=1)"

2 )

an =
n

Fourierserien till funktionen blir alltsa

2 0 A(=1)"
%—i—; (=1) cos(nx),

n2

och denna konvergerar mot funktionen x? pa hela intervallet [—, 7].

Grafen for Fourierserien ritas nedan (fast pa det lite mindre intervallet [—m, 57r]).

om(—1)"!

()






