Signaler och system 1 for E2, ME och IT, 5B1209

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2004-12-18

1.

a) Differentialekvationen (ekv 1) i texten leder till

y/+1—$ e’

(1)

Forst far vi [ P(z)dz = [ 1 ; L dz = In x—x och med detta den integrerande

faktorn h(z) = e*~% = ge~*.
Multiplikation av (1) med denna ger efter férenkling

(:ve_“: y)/ ==ze =1

Hérmed fas .
:ve_xy:x+C:>y:ex—l—C%

Inséttning av begynnelsevirdet y(1) = 0 leder snabbt till C' = —1

y—e(1-1

xz

),x>0

b) Enligt (2) ar differentialekvationens allménna lésning
ot e’
y=¢e"4+C .

For alla C-véarden # 0 dr denna l6sning odefinierad da z = 0.
For C=0 diaremot har vi y = e, som &r definierad for alla x.

Det finns en 16sning definierad for alla x, namligen y = e”
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Men enligt (4) géller
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3. a) Egenvirden fas ur

—1-A 1 1
0 —2—=A 1 =0, = )\17273 =-1,-2,-3 (8)
0 0 -3-A

som i sin tur leder till egenvektorerna

0 1 1 1
A= -1, =10 -1 1|=K=[ o, 9)
0 0 =2 0
1 1 1 1
A= -2, = [0 0 1|=Ky=|-1], (10)
0 0 -1 0
2 1 1 0
A= -3, = (0 1 1|= Ky=|[-1 (11)
0 0 O 1
(12)
1 1 0
Xt)y=A[0]e'+B|[-1] e +C|-1] e
0 0 1
b)
2 1 1 0 A 2
X(0)=|-2] = [0 -1 —1][B]|=[-2 (13)
1 0o 0 1 C 1
Matrissambandet (13) ger oss forst A = B = C = 1 och med detta blir svaret
1 1 0
Xt)y=(0)et+[-1] e+ |-1|e?
0 0 1

4. a) Forst skall papekas att [z(¢)],, ['(t)],, [2"(t)], betyder den styckvis kontinu-
erliga delen av x(t), 2'(t), 2" (t), vilket inte innebér nagot speciellt for vara x
och z/. Tittar man diaremot pa x”(t) ser vi att hér tillkommer de sk genera-
liserade derivatorna it =0 och ¢t = 1.

Resultaten blir alltsa, jamfor med figur 1,

—2t, 0<t<l1;
Z(t) = [Z@®)], =4 2+2t, —1<t<0; (14)
0, 1<t
a'(t) = —=20(t) +20(t—1)+ [2"(t)], = (15)
-2, 0<t<1;
= —20(t)+25(t—1)+ 2, —1<t<0; (16)

0, 1<t
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Figur 1: z(t), 2'(t), 2" (t)
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b)

Vi borjar med Fourier-integralen

o) = £ / X (jw)er! dus (17)

och deriverar 2 ggr map t och far, se dven Beta tex ,

—

(1) (jw) = (jw)* X (jw) (18)

Transformerar vi 2”(t) enligt ekv(16) sa ger oss ekv(18), efter division med
(jw)?, den sokta transformen X (jw) av z(t).
Rent formellt och utan krav pa elegans studerar vi

(O (w) = / " (t)e et dt
) / (—2)(—7) sin(wt)dt + 2 / (—8(t) + 8(t — 1))e 9t dy(19)

= 4'](1—COSW)—2 1427 = (jw)’X (jw), w #0  (20)

dér vi utnyttjade funktionens udda symmetri i forsta integralen av ekv(19),
samt ekv(18) i sista ledet av ekv(20).
For w = 0 beréknar vi

0 1
/ +t2dt+/1—t2dt:---:1 (21)

som leder till svaret

Enligt definition géller att
1 jw el
z[n] = 5 /X (/) €™ dw (22)

som i vart fall, se figur 2:a), innebér integrationen

™

xi[n] = % / ljsin(nw)dw = ... = S (cos (n%) — (—1)”) n#0 (23)

nm
w/2

Observera ’j’ i svaret, ty X;(e/¥) dr ju udda!! Fér n = 0 fas uppenbart z;[0] = 0

ri[n] = J <cos (n%) — (—1)”) ,n#0, 1[0 =0

nm
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Figur 2: a) X;(e?), b) Xy(e’*)

b) Till skillnad med a) &r hér vara sidolador 2 enheter hoga och dessutom har vi
en extra, positiv lada i mitten. Vi kan alltsa ta resultatet fran a) med dndrad
hojd och endast berdikna mittenladans reella inverstransform,

w/2

xo[n] = i / 1 cos(nw)dw = ... = # (sin (n%)) ,n#0 (24)

—7/2

For n = 0 fas snabbt z4[0] =

DO [—=

) - (—1)") + # <sin (n%)) ,n#0, x]0] = %

. De omndmnda trigonometriska férenklingar syftar pa att man forst multiplicerar
ihop faktorerna och dérefter, inte nodvéandigtvis, omformar termerna sa att endast
rena tidsfunktioner aterstar i respektive argument, alltsa:

x(t) = 3cos (137rt + %) + sin(7t) cos (137?15 + %) (25)
— —3sin(13mt) + £ cos(14mt) + £ cos(12rt + 7) (26)
= —3sin(13nt) + %COS<147Tt) - %cos(lme) (27)

Eftersom vi samplar med f, = 10Hz blir rekonstruktionfiltrets bandbredd B = 5Hz.
Med m = 0,41, +2,... i sambandet |£f; 23+ mfs| < B blir de aktuella villkoren:

|£7,0 + m10]|
|£6, 5 + m10|
|£6, 0 + m10]|

Vi far harmed resultatet

A IANIA

5, = m=7F1 = f,=F3,0Hz
5, = m=F1 = f,=F3,5H=
5, = m=F1 = f.=F4,0Hz

fo=3Hz, f, = 3,5Hz, f. = 4 Hz.

for de utgaende frekvenserna.




