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5B1307, Linjar Algebra g.k., 4 poang.

Denna tentamen kommer i tva delar. Del A utgjors av uppgifterna 1-2, medan del B utgjors av
uppgifterna 3-5. Del A ger, inklusive bonuspoéng, maximalt 16 poéng.

Betygsgranserna ar som foljer. For godkéant krivs minst 16 poéang (inklusive bonuspoéng). For betyget
4 kravs 30 poéng, varav 14 poidng fran del B. For betyget 5 kréavs 40 poédng, varav 24 poing fran del B.
Samtliga behandlade uppgifter bor forses med utforlig 16sning.

Inga hjalpmedel ar tillatna.

1. Vi har delrummet H C R® definierad av ekvationen
6x1 + 229 — 4y — 225 = 0.
a) Hitta en bas for H.

b) Hitta en bas for det ortogonala komplementet H=.
c¢) Hitta en ON-bas {6r U = Span{X,Y, Z}, dér

X =(1,-3,1,0,0), Y =(1,0,2,1,1) och Z=(3,-3,5,2,2).

d) Berikna proj;(1,1,1,1,1).
e) Visa att U &r ett delrum av H. Kan U = H?.

2. Vi har matrisen
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a) Vad &ar rangen till A.
b) Bestam en QR-faktorisering till A.

3. Lat V = P, vara det reella vektorrummet av polynom i en variabel z, och av grad mindre eller
lika med det fixerade heltalet m > 0. Lat T': V — V vara den linjara avbildningen som skickar en
vektor p(z) € V till

a) Bestdm en bas for Im(7").
b) Bestam egenvérdena till 7.
Vektorrummet P,, ger vi inreproduktstrukturen

1

< p(x),q(z) >:/ p(z)q(z)dz.
-1
c) Lat m = 5, och hitta en ON-bas for delrummet P C Ps.
d) Bestdm projektionen projy,p(x), med U = P, for en godtycklig vektor p(z) € Ps.

4. Lat Mat,, ,, vara vektorrummet av kvadratiska (m x m)-matriser (har &r m > 0 ett fixerat heltal).
Vi sédger att en kvadratisk matris A ar nilpotent om det finns ett heltal » > 0 sadan att A" = 0
(observera att talet r beror pa matrisen A). Lat Nil C Mat,, ,, vara delméngden av nilpotenta
matriser.

a) Lat A och B vara tva nilpotenta matriser med i Nil. Antag att AB = BA. Visa att matrisen
A + B ar nilpotent.
b) Visa eller motbevisa att Nil ar ett delrum av Mat,, .

—~ o~
(@) TN
T T
= =



5. Lat R® = {(z1,22,...) | #; € R,i € N} vara méngden av ordnade reella tal, indekserad av dom
positiva heltalen. Denna mangd er ett vektorrum ved komponentvis addition och skalar multiplika-
tion. Lat T : R*® — R vara den linjara operatoren

T(l‘l,SUQ, .. .7) = (CEQ,S(:?,, .. )

Bestdm egenvérden och egenvektorerna till 7.
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Losningsforslag till tentamen i 5B1307, Linjar Algebra g.k., 4 poing, 2003-xx-XX.

1. Svar: 123.
2. Svar: 123.
3. Avbildningen T
Uppgift a). Vihar att (1,z,...,2™) ar linjart oberoende och derfor en bas for V, sadan att (T'(1), T'(z), ..., T(z™))
spanner upp vektorrummet Range(7"). Vi har att
T(z™) =m2™z™ ™", D(™) =ma™ "
sadan att (T'(z),...,T(z™)) (respektivt (D(z),...,D(z™)) &r linjart oberoende och dermed en bas. Mul-
tiplicerar man bort skaldrerna m2™ far man tilbaka dom m — 1 forsta vektorerna i basen (1,z,...,z™).
Svar: En bas ar (1,z,...,z™").
Uppgift b). Matrisrepresentationen till 7" med avseende pa basen (1,z,...,z™) blir den Svretriangulara
matrisen
0o 2 .. 0 0 2 .- 0
o o0 . 0o o0 .o
Mr = , Mp= )
: 0 m2m .0 m
0 --- 0 0 0 --- 0 0
varifran vi leser av att det enda egenvardet &r 0. Svar: Egenvirdet ar 0
Uppgift ¢). Vi vill anvénda Gram-Schmidt pa basen (1, z, :c2) for att fremskaffa en ON-bas. Lat v’ = 1. Vi
har att < v',u’ >= 2, sidan at vektoren
po W1
lwll V2’
har langd 1. Lat nu
V=z—<uzr>u==z
da <1,z >=0. Vihar att <v',v >=< 2,2 >= % sadan att
b Vo \/i
[[v"]] 2
ar vinkelrdt pa u och har langd 1. Slutligen later vi
w':x27<v,x2>v7<u,12>u:x27<u,m>u:x27i<1,x>u:mgfl.
V2 3
Denna vektor w’ r d& vinkelrdt pa bada vektorerna w och v. Vi vill normalisera denna och har att
I 2 2 2 2 1 2 2 8
= _z I1>+-<ll>=2—2=2,
<w,w >=<z,x° > 3<a:,>—|—9<,> 5 9 15
Svar:En ON-bas &r (i, ﬁx, %xQ — ﬁ)
V2 V2 2v2 2v/2
4. Om vi har at AB = BA da vill

(A+B)R = “ M) aipr,
(3
1=0

dar A° = B® = I. Vi har att om n+ m = R for tva icke-negativa tal n,m, da maste antingen m eller n
vara storre enn halva R. Om A™ = 0, och B™ = 0 for nagra heltal r1 och 72, d& later vi R vara tva ganger
det storsta virdet av r1 och ra. Det foljer da av ekvationen 6ver at (A + B)R = 0. Dvs, om A och B ar
nilpotenta, och vi har at AB = BA, da ar ocksa summan A + B nilpotent.

Matrisene
0 1 0 0
A_[O 0] och B—{l 0}
ar bada nilpotenta da A> = B? = 0, dock #r deras summa A + B ej nilpotent. Vi har namligen at

(A+ B)?> = I sadan at (A4 B)" = I om R &r jamn, och om R &r udda har vi at (A + B)® = A+ B. Vi
har da at méngden Nil av nilpotentat matriser ej ar ett delrum da méngden ej ar sluten under addition.
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