Matematiska Institutionen
KTH

Exam for the course Linjar algebra, 5B1307 , Januari 14, 2008, 14:00-19:00.

Kursexaminator: Sandra Di Rocco Minst 15§mg ger betyg 3, minst 22 pag ger betyg 4 och mins 28
poang ger betyg 5.

PROBLEM:
PART |

1. (3p) (3 p.)Bestm samtligadsningar till systemet

r + y - z = 2
2c + 3y + 2z = 9
r + 3y + 5z = 12

Losning: Determinanten av den koefficient-matiislika med noll. i har systemetandliga nainga

11 -1 2
l6sningar beroendedpminst ett parameter. Matrisen associerad till systémet = | 2 3 1 9
1 3 5 12
Gauss-Jordan elemination ger:
11 -1 2 11 -1 2
A—-| 0 1 3 5 -1 01 3 5
0 2 6 10 00 0 O

Dakanvi @ttaz = t ochy = 5 — 3t,2 = 2+t — 5 + 3t = 4t — 3. Losningar till systemear
(z,y,z) = (4t — 3,5 — 3t, t) for varjet € R™.

2. (3p) Bekkna arean av den triangeliR* som har brn i punkterna1, 1), (3,2), (—1,4). (ON sys-
tem).
LatA = (1,1), B = (3,2),C = (—1,4). Punkterna kandnkas som vektorerR?, genom att atta
sista koordinaten lika med noll.&ar

1 — —
Area = §HAB x AC|| = 4.

3. (3p)(P, betecknar vektor-rummet av alla polynom av grad). Visa att
Span(1,1 + z,x + 2%) = P;.
Eftersomdim(P,) = 3, kan man visa bara att de linjart oberoende.
a-1+b(l+z)+clz+2°)=(a+b)+(b+c)z+ca>=0

gera+b=>b+c=c=0,som betyder att = b = ¢ = 0. Detta visar att dér linjart oberoende och att de
utgdr en bas.

4. (3p) Betrackta matrisen:

A:(_23 ‘23>.



Under$k om det finns en diagonalmatiizoch en ortogonalmatri@ sadan attd = QAQ”. Besam
i sa fall D och@.

Eftersom matrisen ar symmetrisk, &ar A ortogonalt diagonaliserbar. Detta betyder att det finns
en diagonalmatri$) och en ortogonalmatri§ sadan attdA = QDQ.

Egenwrden till matriserd, somar losningar tilldet(A — \lz) = A2 —4X + 3 = 0, ar\ = 5 och
A = —1. EgenrummerE; och E3, har dimensionl och E5 = Span(1,1), E_; = Span(1,—1).
Efter man normerar denaf man en ON bas, och basbytematrigen

1 1
Q:(«é f)
V2 V2

DiagonalmatriserD ar:

5 0
D- ( A ) .
5. (3p) LatF : R?® — R? vara den linjr avbildning med matris :

[F] =

OO =

1 0
1 1 (med avseende till standardbasen)
0 1

Bestim omF ar inverterbar och ia&dant fall bestm invers avbildning.
F arinverterbar &

110
det((F)[ 0 1 1 | =10
00 1

Matrisen till inverserar

1 -1 1
F1=10 1 -1
0 0 1

vilket betyder attt'~!(z,y,2) = (x —y + 2,y + 2, 2)

DEL Il

6. (4p) Skriv kagelsnittetC' : 422 + 4zy + 4y* + x = 0 pa standardform. Beskriv basbytet som ger
standardformen.

4 2
Qc = ( 9 4 )
Egen\ardenar A = 2, 6 och den normala egenvektoretimarespektivey; = (1/v/2, —1/v/2),v2 =
(1/4/2,1/+/2). Genom basbyte:

(3)-(0% e ) ()
y -1/v2 1/V2 y'
CEblir 222 4 6y'2 + 1/v/22" +1/+/2y = 0. Kvadrat kompleteringen ger:

22" +1/(4v2))2 +6(y +1/(12V2))? — 1/12 =0



Efter basbyte
o = 2+ 1/(4V2)
y' = ¥ +1/(12v2)

har vi standard formen:
2433//2 _|_ 72y//2 — 1

i.e. ekvationen av en ellips. Basbyte ges av:

r = 1/V22" +1/V2y" —1/6
y = —1/v22"+1/vV2y" +1/12

7. Lat A vara den linara avbildning som speglar vektorerna, i den vanliga tredimensionella rymden, i
planet med ekvationen+ 3y — z = 0.(ON system).

(a) (3p) Bestm avbildningens matris relativt ett bassystem somaljersplv, vilket du vill.
Lat(x,,%., z0) € R?. Linjenl, normal till planetr + 3y — z = 0, och som @r genom punkten
(0, Yo, 20) har ekvation:

(Ivya Z) = t(la 3, _1) + (xoaym zo)'

Punkten,P, dar linjen tiaffar planetar den punkt f linjen som satisfierar ekvationent- 3y —
z = 0. Detta gerl 1t + (z, + 3y, — 2,) = 0 0cht = — 5 (z, + 3y, — 2,). DA&r

1
P = _7(‘%'0 + 3yo — ZO)(L 3, _1) + (.TO, yoazo)

11
Bilden av punkter(z,, y,, z,) genom avbildninge, A(z,, ¥, z,), ar den punkt @ linjeni,
sadan att
|A(%0, Yo, 20) — Pl = [|P = (%0, Yo, 20) |-
Det foljer att
2
A(xovyoa Zo) = _ﬁ(xo + 3yo - Zo>(1737 _1) + (xoaym Zo) =
1
= H(Qwo — 6y, + 224, =625 — Yy, + 620, 225 + 6y, + 920).
Matrisen, med avseende till standardbagerar:
1 9 —6 2
Ap=1( 6 -9 6
2 6 9

(b) (3p) Besam avbildningens matris relativt att bassyste®et {€; = (1,1,0),é3 = (0,1,1),€3 =
(1,1,1)}.
Den basbyte matrisend@n B’ till B ar:
1 0 1
Tgp = 1 1 1
0 1 1
och
Tpp =Tg's=| -1 1 0
1 -1 1
Avbildningens matris relativt bassystendgt blir da:

[A]B’ = TBB’ [A]BTB/B.



DEL 1l

9. L&t A och B vara3 x 3 matriser.

(a) (2p) Visa att om kolonnmatrisel ar en egenvektor till &da A och B sa ar X ocksa en
egenvektor tillAB.

OMAX =My X ochBX = A\gX sdar
ABX = A(BX) = AM5X) = ApAX = ApAaX.

(b) (2p)Visa att om kolunn-matriseX ar en egenvektor tilldaB and AB, dar egenérdet br X
till B ar skilt fran0, sdar X en egenvektor till4?

(c) (2p)Ar det alltid sant att om kolunn-matriseXi ar en egenvektor till hidad and AB sdar X
en egenvektor tillB? Nej, det dgller inte Br alla A, B. Till exempel:

1 1 0 0 0 O -1
A=|110|,B=|l000|,x=]1
0 0 O 1 2 0 0
X ar en egenvektor tillddaA och AB, med egenarde(( i bada fall), men
-1 0
B 1 =1 0 | XX forallar e R
0 1

(Observera att@stindet alltid giller om matrisem ar inverterbar.)
10. (a) (3p) lat A beteckna den liar avbildning fanR? till R* sadan att
A(1,0,-2)=(2,1,0,1), A(1,1,0) = (0,1,1,2), A(0,1,—2) = (1,1,1,-1).
Bestim en lirér avbildningB franR? till R* sadan att

BA(Z) = 7 forallaZ € R3.

Samt besgtmker(B).
Vektorernaw; = (1,0, —2),ws = (1,1,0),ws = (0,1, —2) a&r linjart oberoended att
1 1 0
det([ 0 1 1 |=—-4+0.
-2 0 -2

SaarS = {w,ws, w3} en bas tillR3.

Vektorernav; = (2,1,0,1),v5 = (0,1,1,2),v3 = (1,1,1,—1) ar ocks linjart oberoende:
avi + bvi + co3 =0ger(2a +c,a+b+c¢,b+c¢,a+2b—¢) = (0,0,0,0).
a+b=a+b+c=0gera=0,0och2a+c=0gerc=0ochdb=0.

Darfor kan man komplettera till en bas tH*:

S" = {1, 01,01, U1}
Avbildningen B sadan att:
B(2,1,0,1) = (1,0,-2), B(0,1,1,2) = (1,1,0), B(1,1,1, —1) = (0, 1, —2) och B(v) = 0.
arsadan attBA(%) = 7 for allaz € R3. Varje vektorz € R3 skrivs SomZ = aw; +bws +cuws

B(A(Z)) = B(aA(w)) + bA(ws) + cA(ws)) = B(avy + bvi + ¢v3)



= aB(v1) + bB(v1) 4+ ¢B(v3) = awy + bwy + cws = Z.
Matrisen[B]gs: har rank3 eftersom:
[Blss = (I5]0)
B ar surjektiv. Detdljer attdim (Ker(B)) = 1. EftersomSpan(vs) C Ker(B) arKer(B) =
Span(vy).
(b) (3p) Lat A beteckna den liar avbildning fAnR™ till R™. Under vilka Brutsattningar finns det
en linjar avbildningB franR™ to R™ sadan att
BA(Z) = AB(%) = Z forall ¥ € R™?

Vad kan du &ga omKer(B) och Ker(A) i sa fall?

Forst observera atB(0) = z for allaxz € Ker(A). Sa for att B existerar betiver man att
Ker(A) = {0} som betyder attl &r one-to-one ochk(A) = n > m.

Det Samma kan maréaga br BA sadant attn > ‘m,m = n, somgerm = n ochrk(A) =
rk(B) = n. Dessutom dettaégjer attier(B) = {0} och Ker(A) = {0}



