KTH Matematik

Tentamen
5B1307 Linjar algebra g.k.
24 okt. 2005

- Engelsk version, se backsidan.

- Skrivtid: 8:00-13:00.

- MOTIVERING kravs!

- Minst 16 poéang kravs for betyg 3, minst 21 for betyg 4, minst 28 for betyg 5.

DEL A (20 podng INKLUSIVE bonuspoéng)

e-mail adress: .......ooocoiiiiiiii

Bomus poéng fran uppsatsen: ........

(1) (3 p.)[inklusive bonuspoang fran KS1]
Lat Th,Ts : R? — R? vara de linjira avbildningarna:

Tl(xvy) = (24370)7 Tg(x,y) = (Q]‘, _y)

Ar Ty o Ty = Ty o Ty ?(Motivera ditt svar!)
Tyo Tz(.fb,y) = Tl(xa 73/) = (2%,0),T2 o T1(£E,y) = TQ(.IT, 7y) = (256,0) Da ar
T10T2 :T20T1.

(2) (3 p.)[inklusive bonus poéang fran KS2]
Lat P, vara vektorrummet av alla polynom av grad < n.
Lat W = Span(1 + 22,1 — 22,2%) C P»
(a) Ar W ett delrum? (Motivera ditt svar!) Span(vi,...,v,) dar vy, ...,v, € V.
ar alltid ett delrum av V.
(b) Om ja, bestdm dim(W). Vektorer 1+ 22,1 — 22, 22 inte &r linjirt oberoende
eftersom x? = 1/2(1 4 2?) — 1/2(1 — 2?). Vekorerna 1 + 2,1 — 22 ar linjirt
oberoende sa &r dim(W) = 2.

(3) (3 p.) [inklusive bonuspoéang fran KS3]
Betrakta den linjara avbildningen T : P3 — R* definierad av

T(p(z)) = (p(=3), p(=1),p(1), p(3)).
(a) Skriv matrisen [Tz, 5 med anseende pa nagon bas B till R*
och nagon bas B’ till Ps;. Tar standard basen till Ps, och R*. T(1) =
(17 17 1, 1)1 T(l’) = (_37 _17 1, 3)7T($2) = (97 17 17 9)1 T(ms) = (_277 _17 17 27)
Matrisen ar :

1 -3 9 -21

1 -1 1 -1
T =11 1 1 1

1 3 9 o1

—

(b) Ar T inverterbar? Systemet [T]p p/(Z) = 0 ger # = 0. Det betyder att
null(T) = 0 och att T &r invetrterbar.
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(4)

(3 p.) [inklusive bonuspoéang fran KS4]
Betrakta W = Span((1,1,1),(1/3,1/3,-2/3)) C R3. Den aktuella
inre produkten pa R? ar den Euklidiska inre produkten. Berdkna

projw ((0,0,1)).
Observera att 1/3(1,1,1) — (1/3,1/3,—2/3) = (0,0, 1) d& ir (0,0,1) € W och
p'I‘OjW((O, Oa 1)) = (07 07 1)

(4 p.) Betrakta den linjara avbildningen T': P, — P>, som definieras av:
T(a+ bz + cz®) = 3a + (5a — 2b)z + (da + ¢)z°.

(a) Berdkna Ker(T). I standad basen 3 a4r matrisen:

3.0 0
Tls=| 5 -2 0
4 0 1

Metrisen éar undertrianguldr och det([T]s) = —6 # 0. Det betyder at ma-
trisen &r inverterbar som ger Ker(T) = {0}.

(b) Ar T diagonaliserbar.? Eftersom matrisen &r unudertriangulir ser vi att
egenvarden ar 3, —2,1. En 3 x 3 matris med tre olika egenvarde ar diago-
naliserbar.

(4 p.) Skriv kiigelsnittet C : 422 4 4oy + 49> + = = 0 pa standardform. Beskriv
basbytet som ger standardformen.

4 2
e=(5 7)
Egenvarden ar A = 2,6 och den normala egenvektorerna &r, respektive, vi =

(1/v/2,-1/v/2),v2 = (1/v/2,1/+/2). Genom basbyte:
z \ _ 1/vV2  1/V2 x’
<y>*<fl/x/§ 1/x/5)<y’>
C blir 222 + 6y'? + 1/v/22" +1/+/2y’ = 0. Kvadrat kompleteringen ger:

2(x" +1/(4v2))? + 6(y' +1/(12v2))* - 1/12 =0
Efter basbyte

x" ' +1/(4v2)
y' o= Y +1/(12v2)

har vi standard formen:
241‘”2 + 72y//2 -1
i.e. ekvationen av en ellips. Basbyte ges av:

1/\/5:5” + l/ﬂy” —-1/6
—1/V22" +1/V/2y" +1/12

< 8
[

DEL B (15 poiing )



(1) (5 p.) Vilka par, bland de foljande, bestar av isomorfa vektor rum ? (motivera
ditt svar!) Ange en isomorfi fér varje isomorft par.
Tva vektor rum ar isomorfa om och endast om de har samma dimensionen.
Da har vi att:
(a) P; och R® inte #r isomorfa eftersom dim(Ps) = 4, dim(R?) = 3.
(b) Ps, R* dr isomorfa eftersom dim(P3) = 4, dim(R*) = 3. En isomorfi f : P3 —
R* kan definieras som f(a + bz 4 cz® + d) = (a, b, ¢, d).
(¢) P3 och M>3(R) ar isomorfa eftersom dim(Ps) = 4,dim(Ms2(R)) = 4. En
isomorfi f: Ps — M3 2(R) kan definieras som

fla+bx+ca®+d) = < Z Z )

(d) W = {A € M22R : tr(A) = 0} och R* inte #r isomorfa. Om en matris
skrivas som
a b
=(20)
da ar
1 0 0 1 0 0
Wf{AGMz,zR.af—d}fSpan(( 0 -1 ),( 0 0 >,( 1 0 ))

Matriserna

1 0 0 1 0 0

0 -1 /J°’\0 0/)’\1 0

3

ar linjart oberoende. Det foljer att dim(W) =

(2) (5 p.) Betrakta F : My 2(R) — M22(R) definierad av F(A) = A”.
(a) Visa att F ar linjar. Man ser att (A + B)T = AT + BT och (kA)T = kAT
sadan att: F(A+ B) = (A+ B)T = AT + BT = F(A) + F(B),F(kA) =
(kAT = kAT = kF(A).

(b) Ar F diagonaliserbar? Lat § vara den standard basen av Mz 2(R). Da ir:

o= OO0
oo = O
= o O O

1
0
F =
[Fls 0
0
Matrisen dr symmetrisk sa ar den diagonaliserabr.

(3) (5p.)
(a) Lat V vara ett vektorrum och lat U, W C V vara tva delrum.
Visa att: UNW och U+ W = {u+ w dir v € U,w € W} ar ocksa delrum
av V.
UNW é&r ett delrum:

e lat u,w € UNW. Det betyder att u,w € U och u,w € V. Eftersom
U och V ar vektor rum har vi att u+v € U och u+v € V. Det f6ljer
attut+velUnV.

e Omu € UNW och k € R, pa likande sitt visar man att kv € UNW

U + W ar ett delrum:

o lat u,w € U + W. Det betyder att u = w1 + ug,w = w1 + w2,
dir ui, w1 € U,ug, w2 € V. Da ar u 4+ v = (u1 + w1) + (u2, +w2),
dar (u1 + w1) € U, (u2,+w2) € V eftersom U,V &ar delrum. D4 ar
ut+velU+V.

e Om u € U+ W och k € R, pa likande satt visar man att kv € U+ W



(b) Betrakta: U = Span((1,0,0,0),(0,1,0,0)), W = Span((0, 0
delrummen av V = R*. Berdkna dim(U), dim(W), dim(UNW), dlm( W)
e dim(U) = dim(W) = 2 eftersom &r (1,0, 0,0), (0,1,0
lindrt oberoende.
e UNW = Span((0,1,0,0)) och sa dr dim(UNW) =
e U+ W = Span((1,0,0, ),(,1 )( ,0,1,0)) och saéir dim(U +
W) = 3, eftersom ar (1, 0,0,0), (0, ,0, 0), (0,0, 1,0) linjart oberoende.



