KTH Matematik

5B1307, Linjar algebra
Tentamen
October 23, 2004

Skrivtid: 9:00-14:00.

Tillatna hjilpmedel: Minirdknare med sifferdisplay.

Del A ger, inklusive bonuspodng, maximalt 16 podng. For betyg 3,4,5 kravs rispek-
tive 16, 26, 35.

Motivering krdvs!

DEL A
(1) Lat W C M,xn(R) vara delméngden av alla diaglonala matriser (en matris A =
(a;j) ar en dialgonalmatris om a;; = 0 for i # j.)
(a) Visa att W ar ett delrum till M, (R).
Om A och B ar diagonala matriser och @ € R da &r A+ B och aA diagonala
matriser. Man har att:

Qi + bij == 07 aG;; = 0, for ¢ 75 j
(b) (4p) Bestam dim(W). W = Span(Ay, ..., A,), dir Ay = (a;) med af; = 1 om
t =7 =k och afj = 0 annars.
CllAl + ...+ anAn =0

gera; = ...=a, =0,daar § = (A4y,..., A,) en bas till W och dim(W) = n.
(2) Lat W vara delrummet definerad i Uppgiften (1). Betrakta avbildningen 7" : W —
R, definerad av T'(A) = a11 + ax + ... + any, dér A = (a;;).
(a) Visa att T &r en linjér avbildning. Lat A = (a;;) och B = (b;;), ¢,d € R, da
ar

T(cA+dB) = (cas+dby) =c) a;+dY by =cT(A)+dT(B)
1 1 1
(b) Skriv matrisen [T]§ med avseende pa nagon bas 3 till W och nagon bas « till
R.
Betrakta basen  och o = (1). T(A4;) = 1 f6r varje ¢ = 1,...,n. Da matrisen
ar:



(c)-(d) Bestam dim(R(T")) och dim(N(T)). R(T) C R. For varje r € R vi har att
=T(r4;), da dr R(T) = R och dim(R(T")) = 1. Eftersom T &r linjér har vi
att dim(W) = dim(N(T")) + dim(R(T")) och da &r dim(N (7)) =n — 1.
(3) Lat P,(R) vara vektorrummet av polynom f(z) med koefficienterna i R och av
grad < n. Betrakta produkten:

< f(a /f

Betstdm en bas till R(F).
Eftersom (1, z,z?%) ar en bas till P(R) och F ar linjar da ar
W = Span(F(1), F(x), F(z%)) = Span(1,3r — 2,32% — x — 2).

F &r inverterbar eftersom det([F]g) = 9 # 0. Da &r dim(R(T)) = dim(P»(R)).
Det foljer att (1,3z — 2,32% — x — 2) &r en bas till R(T) = P»(R).
Alternativt, man ser att matrisen ar Overtriangolar och ranken ar 3. Da ar
avbildningen e isomorfi och R(T) = P,(R). En bas ar (1, z, z?).

(b) (4p) Bestédm en ortonormal bas till R(F). Eftersom R(F) = P»(R) kan vi borja
med standard basen (1,z,7?). Genom Gram-Schmidt far man ortogonala

basen:
o3 \[ \[ 3= 1)

(¢) (4p) Ar F diagonaliserbar?
Matrisen ar overtriangular da ar egenvarden 1,3 med

mult(3) = 2, mult(l) = 1.
E; ={(z,y,2) sadan att —2(z+y+x)=0,2=0} = {t(1 —1,0),t € R}
Vi har att dim(F3) = 1 # mult(3) sa ar F inte diagonaliserbar.
DEL B
(1) Lat F(R) vara vektorrummet av funktioner fran R till R. Lat
H = Span(cos(t), sin(t), tcos(t), tsin(t)).
(a) Visa att dim(H) = 4. Man ska bara visa att (cos(t), sin(t),tcos(t), tsin(t)) &ar
linjart oberoende. Antar att for varje t € R ar
acos(t) + bsin(t) + ctcos(t) + dtsin(t) =0

for nagra a,b,c,d € R.
et=0gera=0



(2)

et=7gerb+35d=0
et=mger —a—cm =10
ei=—Zger —b+35d=0
Det foljer att a =b=c=d =0, d.v.s. de ar linjart oberoende.
(b) Lat T': H — H vara avbildningen T'(f(t)) = f"(t)+ f(t). Visa att T ar linjar
och bestdm N (7).
T &r linar eftersom f och f’ ar linjara. Lat 3 = (cos(t), sin(t), tcos(t), tsin(t)),

00 0 2
00 -2 0
Ts=100 0 o
00 0 O
Sa T'(acos(t) + bsin(t) + ctecos(t) + dtsin(t)) = —2dcos(t) + 2csin(t). Det

betyder att N(T') = Span(cos(t), sin(t)).
(¢) Ar cos(t) € R(T)? Vi ser att R(T) = Span(cos(t), sin(t)) och da &r cos(t) €
R(T).
Lat fi,..., fn € Py_1(R) vara linjart oberoende och a; # as # ... # a, € R. Lat
A vara den n x n matrisen A = (a;;) = (fj(a;)) och Ly : R* — R" vara linjér
avbildningen som A definierar. Visa att L4 ar inverterbar.

fl(al) f2(a1) fn(al)
fl(@2) f2(<l2) fn(a2)
A= fl(&s) fz(a3) fn(as)

filan) folan) o Falan)
Sa

La(by,ba, ..., by }:bﬁal E:bﬁan

L ar inverterbar om och endast om N(L,4) = {0}.
Lat g = (b1 fi + ... + bufn) () € P (R), da &r
(b1, b2, ..., by) € N(La) om och endast om g(ay) = g(az) = ... = g(a,) = 0.

Men g har grad n — 1 sa ar g = b1 f1 + ... + o f, = 0. Eftersom (fi,..., f,,) ar
linjért oberoende &r by = ... = b, = 0. Det visar att N(L4) = {0} och da att L,
ar inverterbar.

Lat P,(R) vara vektorrummet med inreprodukten definerad i (3) av Del A. Ett
polynom p(t) € P,(R) kallas ett udda polynom om p(—t) = —p(t) och ett jamnt
polynom om p(—t) = p(t). Lat O vara delméngden av alla udda polynom och E
vara delmangden av alla jamna polynom.



(a) Visa att E, O &r delrum och bestdm dim(O) och dim(F).
Man ser att f € F har mara jamna potenser av x, sa ar

P Span(1, 2%, 2%, ...,2")  om n ar jaimn
)| Span(1,22,2%, ..., 2""!)  om n dr odda

Pa sett ar

O { Span(x, 23, 2° ..., 2" 1)  om n ir jamn

Span(z,z3, 2°, ...,2")  om n ar odda

Eftersom ar alla odda potenser och alla jamna potenser del av en bas for
P,(R), delméngder:

(1,22, 2%, ..., 2"), (z, 2%, 25 ...,2"" ') &r en bas for E, rispektive O
omn ar jamn

(1,22, 2, .., 2" Y, (z,23, 25, ...,2") &4r en bas for E, rispektive O
om n ar odda

och:
5 = gi om n ar jamn
dim(E) = 2, dim(0) = 2+  om n ar odda

(b) Visa att P,(R) = O+ FE och ON E = {0}.
Varje polynom f(z) = ap + a1z + ... + a2 € P,(R) skrivas som f(z) =
fi(@) + fo(x) = (ap + azx® + agx* + ...) + (ayzTazx® + ...) dér fi(z) € E och
fa(z) € O. det visar att P,(R) =0 + E.
Eftersom polynomen i E har bara jamna potenser av x och polynomen i O
har bara odda potenser av x &r O N E = {0}.

(c) Visa att £ = O+ och O = E*+.

{ dim(E) = 2 + 1,dim(0)

1 0 om ¢+ j odda , dvs
<zl >:/ ™t = ekl xreOellera'eO,07 e K
-1 i+]2‘+1 annars

Det visar att varje element i en bas av E ar otogonalt till varje element av en
bas av O, sa E C O+ och O C E*. Dimensions rikningen visar att:E = O+
och O = E*.



