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Kapitel 6 och 9.3 Anton/Rorres:
"Elementary Linear Algebra: Applications version” (7:e uppl.)

| avsnitt 4 infor vi eninre produkt i vara vektorrum. Eninre
produkt & en generalisering av den vakéanda skalarprodukten. Pa
samma sétt som skalérprodukten gav oss mdjlighet att talaom
begrepp som norm och ortogonalitet i det euklidiska
n-dimensionellarummet, safar vi med hjdp av inre produkten
tillgang till dessa begrepp i allmannas.k. inre-produkt-rum.

Geometriska begrepp som langd, avstand och vinkel far vi ”pa
kopet”.

For att underlétta berékningar & det bra om basen ar val vald.
Oftast &r det fordelaktigt att arbeta med baser som har samma
egenskaper som standardbaseni R , d.v.s. en bas dar
basvektorerna ar parvis ortogonala och har alla normen (Iangden)
1. En s&dan bas kallas ortonormal.

Vi l&r oss anvanda Gram—Schmidts ortogonaliseringsmetod for att
utgéende fran en godtycklig bas konstruera en ortonormal dito.

Néar man stdlsinfor ett 6verbestémt ekvationssystem saknasi regel
exakt |6sning. Ofta & man intresserad av att hitta en approximativ
|6sning, d.v.s. en vektor som gor avvikelsen sa liten som majligt.
En metod for detta & minsta-kvadrat-metoden. Har kommer
begrepp som avstand och ortogonal projektion in.

Vi gor ett litet hopp fram till kapitel 9.3 for att studera hur minsta-
kvadrat-metoden kan tillampas pa situationen dar man vill anpassa
en rét linje (eller en annan kurvform) till ett datamaterial.

Efter denna utflykt i boken atervander vi till kapitel 6, som avslutas
med en betraktelse 6ver hur byte av bas kan systematiseras med
hjalp av matriser, s.k. Gvergangsmatriser. Harvid dyker en speciell
typ av matriser, ortogonalmatriser, upp i det fall da bada de aktuella
baserna & ortonormala.



L asanvisningar och kommentarer till |aroboken

6.1

Inre produkter

Den vélkénda skalérprodukten uxv =uwV, + U,V, +... +U,V, och dess
egenskaper tas som modell nér vi definierar en mer allman inre produkt av
tva vektorer. Skalarprodukten &r en linjar funktion av var och en av de tva
vektorerna, och antar varden bland de reella talen. Om de bada vektorerna ar
lika sd &r skalarprodukten storre an eller likamed noll, med likhet exakt da de
bada &r nollvektorn.

Ovan namnda egenskaper (som formulerasi sats 4.1.2) tas nu som definition;
ett satt att till varje par av vektorer ordna ett reellt tal kallas en inre produkt
om dessa egenskaper gdler. Den inre produkten av vektorernau och v
betecknas {u, v}. Ett vektorrum dér man har definierat en inre produkt kallas

for ett inre-produkt-rum (inner product space).

Det vanligaste séttet att definieraen inre produkt i R" &r att anvanda

skal arprodukten, som ocksa kallas den euklidiska inre produkten. Om inget
annat sags sa underforstas att det & den euklidiskainre produkten som
anvands.

En léttare modifikation av denna &@r att man tillméter komponenterna olika
stor vikt. Den viktade (eller vagda) euklidiska inre produkten (weighted
Euclidean inner product) av u och v & {u,v} =w,u Vv, + W,U,V, +...+ W, UV,
dér u,...,u, och v,,..., v, & komponenterna av u respektive v, och w,,...,w,
ar positivareellatal. Dessa senare tal kallasvikter (weights) i deninre
produkten.

Man bor vara pa det klara med att det & nodvandigt att ha en inre produkt for
att man ska kunna anvanda begrepp som norm (eller 1angd), avstand, vinkel
och ortogonalitet. Normen av en vektor definieras som

|ul = {u,uy**

och avstandet mellan vektorerna (eller punkterna) u och v &r
d(u,v) =llu- vl .

Observera att vara valkanda definitioner fran kapitel 4 (sid 170-171) helt
enkelt ar specialfallet att den inre produkten &r euklidisk: {u,u} =u>u.
Normen och avstandet definierade som i kapitel 4 kallas darfor den
euklidiska normen respektive det euklidiska avstandet. (Ex 3)

Langd, avstand och vinkel &r ju grundléggande geometriska begrepp. Dessa
& baserade pa den inre produkten. Man kan alltsd siga att geometrin beror pa
valet av inre produkt. I Ex 5 ser vi hur en figur, som vi normalt (dvs med
euklidisk inre produkt) uppfattar som en ellips, med en speciell inre produkt i
stéllet & en cirkel. (En cirkel kdnnetecknas av att alla punkter ligger pa ett
och samma avstand fran en given punkt.)
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6.2

Ett sétt att konstrueraen inre produkt i R" & att utga fran en inverterbar

N~ n-matris A, och definiera {u,v) = Au ¥Av. Dettainnebér att inre
produkten av u och v far vara skalarprodukten av bilderna av u respektive v
under en linjar operator, vars matris &r A.1

Inre produkten kan da med hjélp av-matrismultiplikation skrivas

{u,vy =u'A" Av, dar u och v uppfattas som kolonnmatriser.

(Jamfor ekvation (4) pdsid 292. Dar stér {u,vy =v' ATAu i stéllet. Detta &
samma sak. Varfor?)

Om A &r en diagonalmatris fas som specialfall en viktad euklidisk inre
produkt, och om A & enhetsmatrisen fas forstas den vanliga euklidiskainre
produkten u xv.2 Se Ex 6.

Exempel 7 till 10 visar hur inre produkter i andrarum én R" kan se ut. Som vi
sett tidigare kan vi ju ha exempelvis matriser eller funktioner som vektorer.

| rutan pasid 295 sasmmanfattas nagra rakneregler for inre produkt. De ar
precis desamma som for vanlig skaldrprodukt, vilket & naturligt eftersom den
almannainre produkten definitionsméssigt har samma yttre egenskapers som
den euklidiska.

Ovningar: 1c, 2c, 33, 44, 5, 63, 8a, 9bc, 10c, 11c, 133, 14.

Vinkel och ortogonalitet i inre-produkt-rum

Som vi vet sedan tidigare ar ju begreppen skalé@rprodukt, norm och vinkel
relaterade genom sambandet

uxv =||ull[lvl cosb ,

dar 6 & vinkeln mellan de bada (nollskilda) vektorernau och v. Dettagaller i
de euklidiska tvé resp. tre-dimensionella rummen. Sambandet kan tas som
definition pa vinkel mellan tva (nollskilda) vektorer i ett godtyckligt inre-
produkt-rum, om vi byter skal@rprodukten mot den aktuella inre produkten:

{u,v) =|ullvl cost .

(For att 6 skavaraentydigt bestamd sa kraver vi att dess varde ligger i
intervallet fran O till m.)

1 Tank gérna pd den geometriskatolkningen i fallet n = 2 som vridning, téjning 0.s.v.

2 Observera att matrisen A inte & entydigt bestamd av en given inre produkt, utan det finns olika A som ger

samma inre produkt. Den intressanta matrisen &r ju ATA. Provagarnai fallet n = 2 med att 1&ta A vara
matrisen for en vridning, eller en spegling.

3 Med "yttre egenskaper” menas hér de egenskaper som & oberoende av vektorernas komponenter.
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6.3

Att definitionen fungerar bygger péatt 15 &r ett tal mellan -1 och 1.
Detta garanteras av Cauchy-Schwarz olikhet:

Ku, vl £ ]lulliv] -

Beviset for denna olikhet (sid 300) bygger paett litet trick, men &r inte svart.
Du kanske inte kanner till begreppet diskriminant, som namnsi beviset. Detta
ar inget markvardigt, och kravs g heller. Kvadratkomplettera
andragradspolynomet. Villkoret innebar att konstanttermen maste vara 3 0,
vilket ger olikheten.

Sats 6.2.2 och 6.2.3 séager att |langd och avstand i allmanna inre-produkt-rum
har sasmma yttre egenskaper som i det euklidiska n-dimensionella rummet
(kap 4.1). Detta hanger ju ihop med motsvarande samband for inre produkten.
Satserna skulle ha hért till slutet av kap 6.1, om det inte vore for att beviset
for triangelolikheten bygger pa Cauchy-Schwarz olikhet.

Det & svart nog att geometriskt tanka sig begrepp som langd och avstand i
hogre dimensioner, eller i allmannainre-produkt-rum. Skall vi nu ocksa
behova rékna med vinklar i dessa? Nej, i praktiken &r vi i dessarum mest
intresserade av en endavinkel, namligen den réta. Ortogonalitet ar ett
centralt begrepp i allmannainre-produkt-rum. Vektorernau och v ségs vara
ortogonalaom {u,v) =0 .

Pythagoras sats gdller generellt i alainre-produkt-rum:
lu+vi® = lul® +IM1*

om u och v &r ortogonala vektorer.
Resten av kap 6.2 kan hoppas 6ver.

Ovningar: 1e, 3c, 43, 5, 6a, 7bd, 103, 11a.

Ortonormala baser; Gram—-Schmidt-ortogonalisering; QR-faktorisering

Som vi sag i kapitel 5.4 sa har man stor frihet nér det géller att vélja bastill
ett vektorrum. Det finns oandligt manga sétt att géradet pa. Men dla ér inte
lika praktiska att ha att gora med. Det & en stor fordel om basvektorerna &
ortogonala mot varandra.4 Dessutom &r det en fordel om de & normer ade,

4 Basvektorer & ju altid linjért oberoende. Ortogonalitet &r ett strangare krav. Geometriskt & det sa att tva
linjart oberoende vektorer & icke-parallella, medan tva ortogonala vektorer & vinkelréta. Vi forstér att
ortogonalitet medfor linjért oberoende, men inte tvartom.

Observera att egenskapen linjart oberoende kan definieras utan referenstill inre produkt, medan egenskapen
ortogonalitet & beroende av en sadan.
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d.v.s. har normen 1. En bas som har dessa egenskaper kallas ortonor mal,
eller forkortat ON.5

| safall & det exempelvis|tt att uttrycka en godtycklig vektor i basen.
Koordinaterna for en vektor u relativt basen ar helt enkelt inre produkterna av
vektorn med respektive basvektor v, (sats 6.3.1):

u={u,vy v, +{U,v)v, + ... +{uv,)v,

Det algebraiska beviset pa sid 313 for denna sats & inte svart. Det bygger pa
egenskaperna for inre produkt och pa att basvektorerna & normerade och
ortogonala. Det kan i allafall vara bra att ocksa forankra tankebyggnaden i
det valkanda exemplet med var euklidiska tredimensionella rymd.

| tredimensionella rymden med euklidisk inre produkt och standard-
basvektorernai = (1,0,0), j =(0,1,0) och k =(0,0,1) har vi for en godtycklig
vektor u = (a,b,c) att {u,i} =u> =(ab,c)x1,0,0) =a . PAsamma sitt har vi
att {u,j) =b och {u,k} =c . Satsen sager altsdi dettafall att

(a,b,c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) , vilket uppenbart &r sant.

Sats 6.3.2 innebéar att nar vi beraknar inre produkt, norm eller avstand i ett
almant inre-produkt-rum, sakan vi rékna pa vanligt euklidiskt satt (somi
kap 4.1) pa koordinatvektorerna, forutsatt att basen & ortonormal .

Om basen man arbetar med &r ortogonal, men basvektorernainte ar
normerade, sd maste formeln i sats 6.3.1 modifieras for att ta hansyn till detta.
Resultatet ar (formel (1) sid 315):

= <U’V;> L+ <U’V§> Vo + .+ _(u,vg) Vp .
Iva Iz vl

(Som vi ser far vi uttrycket i sats6.3.1 i specialfallet att samtliga basvektorer
har normen 1.) Vi kommer strax att ha anvandning for detta sétt att uttrycka
en godtycklig vektor, nér vi beskriver Gram—Schmidt-metoden for att givet
en godtycklig bas konstruera en ortogonal bas for ett inre-produkt-rum.

Sats 6.3.3 sager att om n vektorer & ortogonala sa & de ocksa linjart
oberoende. (Se ocksa fotnot 4 i dessa blad.) Jamfor beviset for denna sats och
beviset for sats 6.3.1.

Ett mycket viktigt resultat & projektionssatsen (6.3.4). Varje vektor kan pa
exakt ett satt skrivas som en summa av tva komposanter, sadana att en ligger
i ett delrum och den andra &r ortogonal mot delrummet.

Dettaillustreras val av figur 2 pasid 317. Man har ofta gladje av en enkel
geometrisk &skadning som denna, for att |&ttare kunnatatill sig abstrakta

5 Begreppen ortogonal respektive ortonormal anvénds &ven om godtyckliga méngder av vektorer, inte bara
baser. En mangd &r ortogonal om varje par av (olika) vektorer i mangden &r sinsemellan ortogonala. Om
dessutom varje vektor i méngden & normerad & méangden ortonormal.
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algebraiska sammanhang. Vi sager att vi projicerar vektorn u ortogonalt pa
delrummet W. Figuren visar egentligen bara situationen dér vektorrummet

(inre-produkt-rummet) & R°och delrummet &r ett plan, men satsen sager att
motsvarande galler allmant. Déarfor &r detta en bra bild av ortogonal
projektion pa ett delrum till ett allmant inre-produkt-rum.

Beviset for satsen &r inte svart men lite langt. Det ges sist i underkapitlet men
kan hoppas Over.

Sats 6.3.5 anger hur den ortogonala projektionen av u paett delrum W
uttrycks relativt en lamplig bas for W. Med lamplig menas har en ON-bas (a),
eller &minstone en ortogonal bas (b). | fallet ON-bas, med basvektorerna
V1,Vo,..., V, , §€S projektionen proju av

Projut ={U,vvy +{U, V)V, + .. +{uV )V,
Detta kan |ampligen forstas pa foljande sétt:

Delrummet W &r ocksa ett inre-produkt-rum med sammainre produkt som V.
Nu & proj,,u en vektor i dettarum, och kan darfor enligt sats 6.3.1 skrivas

PO}y U = (PO} U, VsV, + {PrOju U Vo)V, + .+ {prOj, v, v,

Detta ser ut som resultatet vi vill komma fram till, forutom att det star
proj,u i stélet for u i deinre produkterna. Det &r i galva verket exakt

samma sak. Vi har till exempel i den forstatermen att
{Projwu, vyj = {u - projy u, vy} ={u,vy) - {Projy, u,vy).

Men {proj,,~u,v,) =0, eftersom proj,,~ u definitionsmassigt & ortogonal
mot allavektorer i W, déaribland v, . Alltsd&r {proj,u,v;) ={u,v,) . Pa
samma sétt fas att {proj,, U, v,) ={u,v,) 0.sv.

Det viktigaste resultatet i kap 6.3 ar att varje andligt-dimensionellt inre-
produkt-rum har en ON-bas.s Beviset bygger pa en konkret metod att
konstruera en sadan bas, utgaende fran en godtycklig bas for rummet. Denna
metod kallas Gram—Schmidts ortogonaliseringsmetod. Metoden bygger pa
successiva ortogonala projektioner, och beskrivsi de fargade plattornapasid
318-319. Lé&r dig denna metod ordentligt!

Avslutningen av kapitel 6.3, om QR-faktorisering, &r intressant men ingar
intei denna kurs. Du kanske kommer att stéta pa dettai nagon kursi
numerisk analys.

Ovningar: 1ac, 2ac, 3c, 4c, 5b, 6a, 7b, 9b, 10b, 113, 12, 163, 17a.

6 Undantag &r det triviala rummet som bara bestér av nollvektorn. | séva verket finns det alltid oandligt
manga alternativa ON-baser (utom for ett en-dimensionel It rum, som bara har tv4).
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6.4

Minsta-kvadr at-approximation

Ett sétt att se pa situationen med ortogonal projektion pa delrum (figur 1, som
ar sammasom figur 2 i kap 6.3) & foljande. Antag att vi & tvungna att
approximera en vektor u med en vektor i ett delrum W. Da & proj,u den
basta (ndrmaste) approximationen. proj,,u & ndmligen den vektor i W vars
avstand till u & minimalt. (Sats 6.4.1). Var geometriska bild av projektionen
indikerar detta (fig 1), och det kan I&tt visas formellt med hjdlp av Pythagoras
sats.

Vi skanu se hur dessa tankegangar kan appliceras pa linjara ekvationssystem,
som saknar exakt |6sning. Man &r da oftaintresserad av att hittaen
approximativ 18sning.

Ett linj&rt ekvationssystem kan skrivas Ax = b, eller ekvivalent Ax- b=0.
Om |6sning saknas, vilket & det normala om ekvationssystemet ar
dverbestamt (d.v.s. da antalet ekvationer m 6verstiger antalet obekantan),
soker vi i stéllet efter den vektor x som gor Ax - b sanara0 som mgjligt. Vi
vill altsd minimera avstandet d(Ax - b,0) =||Ax- b- 0] =[|Ax - b] .

Norm och avstand beror ju pavalet av inre produkt . Om vi anvander den
euklidiskainre produkten, d.v.s. skalarprodukten, sa sager vi att den vektor x
som minimerar |Ax - b & I6sningen i minsta-kvadratmetodens mening

(least squares solution) till ekvationssystemet Ax=1Db .

Studerafigur 2 sid 330. Observera att for alla vektorer u sa galler att Au
ligger i W, som hér symboliseras av ett plan. For ett val av u, denna vektor
kallas x, far vi den ortogonala projektionen av b; den basta approximationen.
Vektorn b - Ax &r alltsa ortogonal mot allavektorer Au i W. Detta villkor
ger 0ss ett |6shart exvationssystem for att bestammax . Ortogonaliteten ger

0=AuxAx- b)=(Au)"(Ax- b)=u"A"(Ax- b)=u'(ATAx- ATb).
Alltsdhar vi uAT Ax - ATb) =0 . Men dettaskagallafér alau ! Enda
mojligheten & ddatt A" Ax- A"b=0. Vi har kommit fram till
A'Ax=A"b

Detta system bestér av de sa kallade nor malekvationer na (normal
equations) for |6sningen i minsta-kvadrat-metodens mening till systemet
Ax =Db. Det & ett kvadratiskt ekvationssystem (n ekvationer och n obekanta).

Systemet har minst en [6sning. Om matrisen A" A &r inverterbar s& kan vi
multipliceraledvis med inversen och far saledes en unik |6sning:

x=(ATA)'ATb.
Detta ar fallet precis da A har linjart oberoende kolonnvektorer. (Annars far
vi oandligt manga likvardiga losningar.) | fallet med unik 16sning far vi pa
kopet ett uttryck for den ortogonala projektionenav b :

projb = Ax = A(A"A) 'ATb

Studera Ex 1 och 2.



9.3

De linjéra operatorer som tidigarei kursen har studeratsi R? och R® kan
ocksa generaliserastill allmannainre-produkt-rum. | kap 4.2 behandlades
ortogonal projektion pa koordinataxlar resp. koordinatplan. Vi kan nu enkelt
beskriva ortogonal projektion padelrum med hjélp av ovanstéende resultat
for den ortogonala projektionen av en vektor b (som ju for detta andama kan
uppfattas som en godtycklig vektor). Matrisen for ortogonal projektion pA W

araltsd ACATA) T AT, dar A & en matris sddan att W & dess kolonnrum.?

Ovningar: 1a, 33, 53, 7, 83, 11a.

Minsta-kvadrat-anpassning till data

| detta avsnitt ser vi hur liknande ideer som i kap 6.4 kan anvandas for att
anpassa en kurva (till exempel en rét linje) till observerade data. Vad vi &r ute
efter &r att anvanda observationer for att fa en uppskattning av vardena for
parametrar i en matematisk modell. Antalet observationer &r storre &n antal et
parametrar (antalet ekvationer ar storre an antalet obekanta), savi har ett
dverbestamt ekvationssystem. Pa grund av métfels kommer inte alla
ekvationer att kunna satisfieras, utan vi far leta efter en approximativ [6sning
— | minsta-kvadrat-metodens mening.

Om vi har n observationer® (X;,¥;),(X2,Y5),....(X, ¥,) Sabehdver vi ett sétt

att méta avstandet i R" mellan de observerade y-véardenay och modellens
forutsagelse Mv . Vektorn v innehdller de okanda parametrarna och matrisen
M de observerade x-vardena. Om man anvénder det vanliga euklidiska

avsténdet i R' si svarar det mot (roten ur) summan av kvadraternaav de
lodréta avstanden mellan punkterna och kurvan (fig 2 sid 462).

Pa samma sétt som i kap 6.4 far vi minsta-kvadrat-metodens |6sning genom
att 16sa normalekvationerna M'TMv=M"y

L asigenom teorin och exemplen bade for anpassning till rét linje och till
polynom.

Ovningar: 1, 3, 8.

(Fel i facit till 6vning 1. Skall varay =- 3 +4x . Rétt i [6sningsmanualen.)

7 Har har vi forutsatt att A" A & inverterbar, d.v.s. att kolonnerna & linjért oberoende. Skulle de inte vara
det kan man ju alltid plocka bort ”onédiga” kolonner tills de blir det — det &r ju kolonnrummet W som &r det
intressanta, och inte matrisen A i sig. Dettainnebdr i praktiken att vi kréver att kolonnerna for matrisen A
utgor en bas for W.

8 Det kan val inte varangot fel pd den matematiska modellen...

9 Observera att n hér stér for antalet ekvationer, inte som i kapitel 6.4 fér antalet obekanta.
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6.5

Ortogonala matriser; basbyte

Det finns en speciell klass av kvadratiska matriser som &r sarskilt

betydel sefulla, ortogonala matriser, &en kallade ON-matriser. En
anledning till deras betydelse &r att de formedlar byte mellan tva ortonormala
baser, pa ett satt som vi skall sei detta kapitel.

Definitionen sager att en matris & ortogonal om dessinvers ar lika med dess
transponat: A ' = A" . Villkoret kan ekvivalent formuleras A" A =1 eller
AAT =1

Ortogonalmatriser har en rad egenskaper, som framgar av satserna 6.5.1 till
och med 6.5.3. Sats 6.5.1 sager att ON-matriser kanns igen pa att
kolonnvektorerna & normerade och parvis ortogonala. Detsasmma géller
radvektorerna. 10 Setill att du forstar detta med hjalp av resonemang om
elementeni A" A resp. AA" som skal@rprodukter av kolonnvektorerna resp.
radvektorernai A (somi beviset (a) U (b) pasid 339).

En linjar operator vars matris & ortogonal kallas en ortogonal operator. Sats
6.5.3 innebér att ortogonala operatorer & sadana som inte paverkar norm eller
skalérprodukt. Om vi ser det geometriskt kan vi séga att |angder och vinklar
& invariantai! under ortogonala operatorer.12 Tank pavridningar och

speglingar!

Nér vi ska bdrja studera basbyten &r det praktiskt att inféra det som kallas for
koordinatmatriser. En sadan &r helt enkelt en koordinatvektor, men
arrangerad i form av en kolonnmatris. Avsikten &r att férbereda den for
matrismultiplikation.

Det &r viktigt att haklart for sig att en vektor & nagot som " star Gver”
konventioner som vilken bas man for tillfélet anvander.:3 Nar man byter bas
kommer koordinatvektorn att se annorlunda ut, men det & samma vektor den
beskriver. En och sammavektor i R' beskrivs av en uppsittning av n tal,
koordinaterna, relativt en bas, och en annan uppséttning av n koordinater
relativt en annan bas. Sambandet mellan koordinatvektorerna (eller
koordinatmatriserna) ges genom multiplikation med en n™ n -matris,

dver gangsmatrisen (transition matrix).

Studera noga det allmanna basbytesproblemet i R® och dess |6sni ng pasid
342-343. Motsvarande géller i R", och l6sningen sammanfattasi den
inramade rutan pasid 343. Léar dig dettal Las Ex 4, och sedan Ex 5 dér vi
vander pa steken och studerar basbytet & andra hallet.

10 Man kan tycka att de hér matriserna skulle kallas ortonormala, och inte bara ortogonala. Av historiska skl
gor de dock inte det. Matrisernas natur framgar klarare av det forkortade namnet ON-matriser.

11 |nvariant betyder oférandrad.
12 s3dana geometriska avbildningar brukar kallasisometriska.

13 Tank gérna pé det konkreta exemplet med geometriska vektorer. En pil frén Stockholm till Umed &r en pil
frén Stockholm till Umed oavsett hur Kalle Pettersson definierar sitt koordinatsystem.
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Det ligger i sakens natur att basbyten skall kunna ske &t vilket hall som helst.
Det innebér att évergangsmatriser alltid &r inverterbara (sats 6.5.4). Inversen
ar lika med 6vergangsmatrisen for basbytet & andra hallet.

Avslutningsvis konstateras att Gvergangsmatrisen mellan tva ON-baser &r en
ON-matris. Ex 6 och 7 visar situationen da de nya basvektorerna fés genom
att vridade gamlaen vinkel 0 i xy-planet. Jamfor garna med kap 4.2.

Ovningar: 3bcf, 5b, 7b, 8, 11, 14, 16.
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