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Lasanvisningar till: R.A. Adams, Calculus, a Complete Course, 4th ed.
Del 2 (funktioner av flera variabler).

Omfattning:
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Kapitel 12. Partiella derivator.

12.1. Funktioner av flera variabler. Definitionsméngd (domain of definition)
och viardeméngd (range) enl. def. 1. Grafer: Ex. 1-2. Nivakurvor och -ytor: Ex.
3-5. Las garna om andragradsytor i kap. 10.5 parallellt. Figur 10.35 ar viktig med
tanke pa kommande analys av kritiska punkter (kap 13).

Rekommenderade ovningar: 1, 7, 13, 15, 19, 21, 25, 27, 39.

12.2. Gransvarden och kontinuitet 1 flera variabler. Gransvarden och konti-



nuitet definieras (def. 2, 3, 4) i princip som for funktioner av en variabel. De vanliga
raknelagarna galler.

Observera att man kraver |(z,y) — (a,b)] — 0. Den stora skillnaden &r att man
i en dimension bara kan lata x — a fran tva hall, uppifran och nedifran. 1 tva
dimensioner finns det massor av satt att lata (x,y) — (a,b).

Ex. 1 ar typiskt for funktioner som &r definierade 6verallt. Funktionerna i Ex. 2-4
ar inte fran borjan definierade i origo. Man kan da undersoka om funktionen i fraga
har olika gransvérden da (z,y) — (0,0) langs olika kurvor. Detta ar fallet i Ex. 2-3.
I Ex. 4 ar sjalva poangen att taljarens gradtal ar hogre an gradtalet for samtliga
termer i namnaren. Omvant ar just detta problemet i Ex. 2-3.

Rekommenderade ovningar: 3, 7, 9, 13.

12.3. Partiella derivator. Definition av och beteckningar for partiella derivator;
Ex. 1-3. Den geometriska betydelsen ar viktig och framgar av fig 12.15-12.16.
Tangentplan, normal, -linje (sid 711-712). Fig 12.17; ex 6-7.

Rekommenderade ovningar: 1, 5, 11, 13, 23, 35, 39.

12.4. Hogre partiella derivator. Beteckningar sid 715. Ex. 1. Man skall kanna
till och kunna anvéanda resultatet i Th. 1. Laplaces ekvation, vagekvationen och

varmelednings-ekvationen ar fundamentala i tillampningar. Se Ex 3-4 samt 6vning
17.

Rekommenderade ovningar: 9, 15, 17.

12.5. Kedjeregeln. Kedjeregeln for z(x(t), y(t)) och z(x(s,t),y(s,t)), sid 721-722.
Ex 2-3.

Observera kommentaren pa nedre delen av sid 722 om matrismultiplikation. Det
gor den allménna kedjeregeln lattare att komma ihag och forsta. (Se sid 736-737 i
kap 12.6.) Se ocksa Ex 6-7 och fig 12.21.

Kedjeregeln for hogre ordningens derivator: Ex 8, 9. Hoppa 6ver Eulers sats, Th.
2.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 7, 15, 17, 23, 31.

12.6. Linjar approximation mm. Linjarisering och linjar approximation, sid
731-732, Ex. 1. (Hogre ordningens approximationer fas fran Taylors formel i kap
12.9.)

Idén med differentierbarhet (Def 6) ar att det skall finnas ett tangentplan. Th. 4
ger enkla villkor for detta.

I Ex 3 visas hur man med hjalp av differentialer kan gora approximationer.

Pa sid 736-737 formuleras den allmanna kedjeregeln. Man skall kanna till Jacobi-
matrisen. Den kommer senare att dyka upp i samband med variabelbyte i dubbel-
och trippelintegraler.



Rekommenderade ovningar: 1, 7, 13, 15, 17.

12.7. Gradient och riktningsderivata. Definition av gradient (def 7); tolkning
av densamma som normal: Th. 6 och Ex 1.

Riktningsderivata (def 8) och berdkning av denna med hjéilp av gradienten: Th. 7
och Ex 2. Se ocksa sid 746: ”Rates perceived by ... ”.

I rutan langst ned pa sid 743 ges en viktig annan tolkning av gradienten: den riktning
som representerar den storsta forandringen; Ex 3.

Pa sid 747-748 behandlas tre dimensioner och det ar helt analogt. Observera dock
Ex 6-7, fig. 12.25 och kommentaren i rutan nedanfor.

Rekommenderade ovningar: 1, 5, 11, 13, 15, 16, 19, 21, 23, 27.

12.8. Implicita funktioner. I det har avsnittet diskuteras allmanna villkor pa
ekvationssystem som garanterar existensen av 16sningar som ar differentierbara funk-
tioner (Theorem 8). Figuren pa 12.26 visar hur det fungerar i tva dimensioner.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 7, 11, 13, 15, 17, 23.

12.9. Taylors formel mm. Taylorpolynom (nedre rutan sid 763); approximation.
Ex 1-2. Under forelasningarna behandlas framst Taylors formel av ordning 2. Detta
med tanke pa andraderivatetestet (§13.1) som anvénds vid karakterisering av kritiska
punkter.

Rekommenderade 6vningar:

Kapitel 13. Tillampningar av partiella derivator.

13.1. Extremvarden. Vid bestamning av storsta och minsta virde behovs nagra
begrepp fran kap. 10.1. Randpunkt, inre punkt, yttre punkt... enl definitioner pa
sid 602. Det ar viktigt att man, atminstone i enklare fall, forstar dessa begrepp.

Th. 1 visar att extremvarden bestams ungefar som i en dimension, men det ar mer
kravande. Man maste kolla fler derivator och analysen av en funktion pa randen, en
eller flera kurvor i tva dimensioner, ar forstas besvarligare.

Ex 1-4.

[ fig 13.1-13.3 ser man vad som hénder i extrempunkter for olika andragradsytor (jfr
kap 10.5). Genom Taylors formel kan manga fall aterforas till denna situation. Det
ar helt analogt med hur man i en variabel med hjalp av andraderivatan kan avgora
karaktaren till en extrempunkt. Idén framgar tydligt i Ex 5.

Genom kvadratkomplettering far man Th. 3. I Ex 6 behandlas Ex 5 igen men
utgaende fran Th. 3.

Tyvarr fungerar inte Th. 3 for tre eller fler variabler. Man dock kan alltid, i
godtycklig dimension, titta pa andraderivatorna direkt. Se avsnittet om kvadratiska



former (quadratic forms), sid 776-778.

De kriterier som diskuteras pa sid 778 kan uttryckas enklare med hjalp av matrisens
egenvarden. Att () ar positivt definit betyder att samtliga egenvarden ar > 0. Att
() ar indefinit betyder att det finns egenvarden med olika tecken. Detta galler i
godtycklig dimension.

Rekommenderade ovningar: 1, 3,9, 17, 19, 21, 23, 27.

13.2. Storsta och minsta varden. Lis ex 1-2 (direkta tillampningar av Th. 1).
Hoppa over avsnittet om linjar programmering.

Rekommenderade ovningar: 1, 3,5, 7,9, 11, 13.

13.3. Lagrangemultiplikatorer Aven om man i manga exempel kan behandla
problem med bivillkor ’direkt’, ar det ofta enklare med Lagranges metod, Th. 4.
Idén illustreras i figur 13.14.

Rekommenderade ovningar: 1, 3,5, 7,9, 11, 19.

Kapitel 14. Multipelintegraler.

14.1. Dubbelintegraler. Dubbelintegralen infors som gransvarde av Riemannsum-
mor ungefar som i en dimension. Motivering ar att berakna volymen under en
(positiv) funktion f pa D. Speciellt far man for f = 1 arean av D,

Rekommenderade ovningar: 1, 13, 15, 17.

14.2. Dubbelintegraler och upprepad integration. Genom upprepad integra-
tion far man en metod att berdkna dubbelintegraler (Th. 2). Figur 14.13 forklarar
varfor metoden fungerar. Det ar viktigt att fran en figur kunna finna granserna i de
upprepade integralerna. Las Ex 1-2.

For att kunna explicit berakna en dubbelintegral maste man hitta en primitiv funk-
tion. Det kan darfor spela roll i vilken ordning man utfor den upprepade integratio-
nen. Se Ex 3.

Rekommenderade ovningar: 5, 9, 11, 13, 15, 19, 23, 27.

14.3. Generaliserade dubbelintegraler och upprepad integration. Dessa
utfors, som i envariabelsfallet, via gransvarden. Se Ex 1 och Ex 3. Hoppa 6ver
resten av avsnittet.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 7.

14.4. Dubbelintegraler i polira koordinater. Formeln for areaelementet i
polara koordinater ar viktig och anvandbar:

drdy = dA = rdrdb



Las Ex 1 och Ex 3. Ex 4 ar klassisk (normalférdelningen).

Formeln for (ett allmént) variabelbyte i en dubbelintegral, Th. 4, ar viktig. Memo-
rera den den pa formen

0(,y)
0(u,v)

drdy = dA = ‘ dudv

Ex 7-8.
Rekommenderade ovningar: 3, 9, 17, 25, 29, 33.

14.5. Trippelintegraler. Trippelintegraler infors och beraknas helt analogt med
dubbelintegraler. Denna gang fas volymen vid integration av funktionen 1. Las Ex
2 och Ex 4.

Rekommenderade ovningar: 3, 5, 9, 15, 27.

14.6. Variabelbyte i trippelintegraler. Helt analogt med avsnitt 14.4. Notera
speciellt cylindriska koordinater (polara koordinater tillsammans med z), sid 856-
857,

drdydz = dV = rdrdfdz

och sfariska koordinater. Dessa definieras pa sid 859, och genom fig 14.41. De kan
ses som en tredimensionell motsvarighet till polara koordinater. Volymselementet
ar

dedydz = dV = p*sin¢dpde db.
Ex 2-3.
Rekommenderade ovningar: 1, 15, 17, 21, 25, 29.

14.7. Tillampningar av multipelintegraler. Observera att ytelementet dS
(sid 865) &r helt analogt med baglangdselementet i en variabel. I stéllet for ds =
V14 (y)? har vinu dS = /1 + (2})? + (2)?. Fig 14.45 ger en geometrisk forklaring.

Det &r redan nu virt att notera att /1 4 (2})% + (2})? ar lingden av den, onormalis-

erade, normalvektorn till ytan, N = 4(—z, —2,,1).

Rekommenderade 6vningar: 1, 3, 7, 9.

Kapitel 8. Kurvor, baglangd mm.
8.1. Repetition fran linalg/sjéalvstudier.

8.2-8.3 t.oom. Example 3. Dessa avsnitt ar av orienterande karaktar. Man skall
framst lara sig att handskas med kurvor med allman parameter.

8.2. Parametrisk kurva, def. 4. Kurva i planet, def 5. Ex 1-7.
Rekommenderade ovningar: 1,9, 15.



8.3. Sats 1, Ex. 1-3. Tangent och normal till plana kurvor.

Rekommenderade ovningar: 5, 9, 17.

8.4 t.oom. Example 2. Baglangdsformeln, sid 500. Dess forklaring i fig. 8.28
(Pythagoras sats). Ex. 1-2. (Areaberidkningar utfors senare med hjélp av Greens
formel i kap 16.3.)

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 9.

8.5. Poléra koordinater (igen), sid. 506. Ex 1-2. Hoppa 6ver fr o m rubriken ”Some
Polar Curves”.

Rekommenderade ovningar: 3, 9, 13.

Kapitel 11. Vektorfunktioner och kurvor i rummet.

11.1. Viktiga begrepp: position, hastighet (velocity) och acceleration for en kurva
(sid. 646-648). Notera att de alla tre ar vektorer. Begreppet fart (speed) star for
langden av hastighetsvektorn. Det ar saledes en vanlig funktion (en ”skalér”).

Las Ex. 1-5.

Rekommenderade ovningar: 3, 9, 15, 17.

11.3. Det ar viktigt att forsta att en kurvas hastighet och fart osv beror pa paramet-
riseringen. Man kan genomlopa en viss kurva olika snabbt.

En kurvas baglingd inférs pa samma satt i tva och tre dimensioner. Som funktion
ar baglangden en primitiv funktion till kurvans fart. Konsekvensen ar att om man
valjer baglangden sjalv som parameter far kurvan konstant fart 1. Las Ex. 1-4.

Rekommenderade ovningar: 1, 5, 13, 17.

11.4-11.5. Du laser endast de delar som behandlar begreppet krokning.
Rekommenderade ovningar: 11.4: 1, 3. 11.5: 1, 3.

Kapitel 15. Vektorfalt.

15.1. Detta avsnitt, som handlar om vektorfalt, ar snarast en orientering infor
senare studier av linje- och flodesintegraler. Las t.o.m. Example 5.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 9.

15.2. t.o.m. sid 884. Begreppen konservativt falt och potentialfunktion ar viktiga
(Def. 1). Kriterierna for att filt skall vara konservativa pa sid. 884 dyker upp
mer naturligt i kap. 16 i samband med Greens och Stokes” formler. De kan lattare
uttryckas sa att matrisen med F:s derivator skall vara symmetrisk.



Las Ex. 3-4 dar man bestammer potentialfunktioner. Ex. 5 ar mer subtilt.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 7, 9.

15.3. Las Ex. 1-2 som exempel pa hur man integrerar funktioner m.a.p. baglangd.
En tolkning av Jo f ds &r arean av ett staket, dar C' 4r basen (tomtgransen), och f
hojden.

Rekommenderade ovningar: 1, 5, 7.

15.4. Linjeintegralen motiveras genom arbete = kraft x stracka. Dess definition
och olika satt att skriva integralen framgar av rutan pa sid. 897. Las Ex. 1 och 2.

Hoppa over “connected and simply connected domains”. Vad som ar relevant i de
flesta situationer dr huruvida man for ett félt med en singularitet (Ex 5 i 17.2)
omsluter singulariteten.

Sats 1, sid. 901, om oberoende av vag, ar viktig. T ex kan man, for ett konservativt
falt, valja en annan, lattare, integrationsvag. Obs den Oversta rutan pa sid 902:
om man har bestamt en potentialfunktion sa ar linjeintegralen skillnaden mellan
potentialfunktionens varden i and- och begynnelsepunkterna.

Las Ex 3 och 4.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 7, 11.

15.5. I detta avsnitt behandlas ytintegraler av masstyp. Om S ar en yta i rummet
och f(x,y,z) ar en reellvard funktion som anger ytans densitet i punkten (z,y, 2) s

ar //Sf(aj,y,z) dS = massan hos S.
Rekommenderade ovningar: 1, 3, 7, 15, 17.

15.6. Normal, orientering: se fig. 15.26. Flode(sintegral): Def. 6. For flodesinte-
graler over funktionsytor anvands resultatet i rutan langst ned pa sid 922.

Las Ex. 4.

Rekommenderade 6vningar: 1, 7,9, 13.

Kapitel 16. Vektoranalys.

16.1 Divergens och rotation (curl): 6vre rutan pa sid 928. Gradienten, sid 927,
kanner vi till sedan tidigare.

Det ar viktigt att gora klart for sig hur operationerna fungerar: grad ar definierad
for funktioner och ger vektorer. div ar definierad for vektorer och ger funktioner
(skaldrer), medan rotationen ar definierad for vektorer och ger vektorer. Theorem 1
och 2 ar viktiga illustrationer av begreppen divergens och rotation.

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 9.



16.3. Huvudresultatet ar Greens formel, Th. 6. Observera att formeln inte galler
for kurvor i planet som inte ar slutna.

Observera ytformeln i Ex. 1. Lis ocksa Ex. 2.

Exempel 3 illustrerar aterigen att speciella effekter uppstar for vektorfalt med singu-
lariteter. Poangen ar att faltet ar singulart i origo och att, om man gar runt denna
punkt, far man ett bidrag, ndmligen 2.

Divergenssatsen, Th. 7, far man latt fran Greens formel. De ar ekvivalenta. Skill-
naden ar att man i Greens formel anvander randkurvans tangent, och i divergenssat-
sen normalen till randkurvan. Om den orinterade tangenten ar (77,7%), saa ar den
utatriktade normalen (75, —T17).

Rekommenderade ovningar: 1, 3, 5, 7.

16.4. Det viktiga resultatet ar divergenssatsen, Gauss’ formel, i Th. 8. Las Ex.
1-5.
Vi skall inte anvanda de vektorversioner som namns i Th. 9.

Rekommenderade ovningar: 1,5, 9, 11, 13.

16.5 Stokes’ sats (Theorem 10) &r en viktig generalisering av Grenns sats da man
integrerar over en kurva i rummet.



