Funktioner av stokastiska variabler

Funktioner av stokastiska variabler &r nya stokastiska variabler. Lat X vara en stokastisk variabel
och g(z) en reellvird funktion. Da &r Z = g(X) en stokastisk variabel.

Exempel: X och Y oberoende diskreta stokastiska variabler. Lat Z = X + Y. Oberoendet ger att
px,y(2,y) = px (2)py (y) och

P(X+Y=n)=) P(X=kP(Y =n—k)
k

I det kontinuerliga fallet far man motsvarande

Fxar () = / Fx(t) fr(=—tydt

Formeln kallas faltningsformeln.

Exempel: Lat X;,...,X,, vara oberoende, likaférdelade stokastiska variabler med fordelnings-
funktion Fx(t). Med Z = max(X3y,...,X,) sa

Fz(t) = P(Z<t)=P(max(Xy,...,X,)<t)=P(X; <t,...,X, <t)
= P(X1<t)P(X,<t)=(Fx(®)"

Vianteviarden och andra parametrar

Beskrivande parametrar for en stokastisk variabel:

e Genomsnittligt virde, véantevirde E [X]

e Spridningsmatt, varians V (X) och standardavvikelse D (X)

Definition: Vintevirdet for en stokastisk variabel, E [X], definieras som

> k-P(X=k) omX ar diskret
keSx
E[X] =

/ x- fx(z)der om X &r kontinuerlig

—00

Vintevirdet &r ett teoretiskt genomsnittligt vérde.

Exempel: X beskriver antalet térningskast tills forsta 5:a. X #r fig(p), p = 1/6.

pX(k):P(X:k):(l_p)k_lpa k:1a2a3a"'
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Exempel: X &r resultatet av ett tdrningskast. P (X =4) =1/6 fér i =1,2,...,6.
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Exempel: X ir exponentialfordelad, dvs fx(z) = %e_z/m for z > 0.

E[X]:/ x'ieﬂ”/mdaz:~~~:m.
0 m

Sats (Den aningslose statistikerns sats). For en reellvird funktion g(z) och en stokastisk

variabel X &r
Z g(k)-P(X =k) om X &r diskret

o0
/ g(x) - fx(x)dr om X #r kontinuerlig

— 00

forutsatt att summan/integralen #r absolutkonvergent.

Spridningsmatt?

Definition: Variansen for en stokastisk variabel definieras och betecknas

V(X)=E[(X —E[X])?].

Definition: Standardavvikelsen for en stokastisk variabel definieras och betecknas
D (X) =V (X).

Denna har rétt enhet.



Exempel: Tarningskast

6
V(X)=E[(X =357 =) (k-35) _—~2917
k=1
(enhet: "kvadratprickar”)
Exempel: Térningskast
35
D(X) = VV(X) = /{5 171

(enhet: ”prickar”)

En liten insyn i vad standardavvikelsen betyder kan fas genom féljande.

Sats (Tjebychevs olikhet). For k& > 0 ér

P(|X—E[X]|>k:D(X))<%.

Beuvis: (kontinuerliga fallet)
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Sats. Lat X vara en stokastisk variabel och a och b tva konstanter. Da &r
E[aX +b] =aE[X]+D V(aX+b):V(aX):a2V(X).

Hér bevisas det kontinuerliga fallet

E[aX + 5] /oo o(2) fx () dx:/oo (az +b) fx () da

— 00 — 00

= a/oo :cfX(x)dx+b/fo fx(x)dr =aE[X]+b

Diskreta fallet &r analogt. Vidare, eftersom E [aX + b] = aE[X] + b s& &r

V(aX +b) = E[((aX+b)—E[aX +10])’] =E[(aX +b—aE[X]—0)?]
= E[a*(X —E[X])?] =®E[(X —E[X])?] =a®V (X)

Nista tillfille skall foljande berékningsaspekt for varianser bevisas:

V(X) =E[X?] - (E[X])*.



