Binomialférdelning och dess sliktingar (forts)

Genomgaende modellsituation: Betrakta oberoende forsok dar vid varje férsék det finns en sanno-
likhet p att en hiindelse A intréiffar.
Lat X beteckna antalet ganger man far gora forsoket tills man ser att A intraffar for forsta gangen.
Da ar X for forsta gangen-fordelad, skrivet X ar fig(p), om

P(X=k=(01-p" "
for k=1,2,3,....

Den omvinda fragestdllningen dr, om man gor n forsok, lat X vara antalet ganger av dessa som A
intréffar. Da far vi att X dr binomialfordelad, skrivet X dr Bin(n, p), dvs.

n

X =)= ()t -
for k=0,1,...,n.
Bevis i repris: Betrakta foljande sekvensen av n forsok didr man noterat att A intréffat k& ganger.
AA- - AA* ... A*
—_—

k st n—=k st

Varje sekvens av k stycken A och n — k stycken A* har pga. oberoendet sannolikhet p*(1 — p)™~F.

Niar X = k skall vi summera 6ver antalet sadana sekvenser, men detta &r (Z), och saledes ar

n _
X =)= )k =t
for k=0,1,...,n.

Det &r ofta vettigt att modellera situationen pa foljande sétt. Lat Uy,...,U, vara oberoende,
likafordelade stokastiska variabler, dar

1 med sannolikhet p
Ui =
0 med sannolikhet 1 —p

for k=1,...,n. Att Up = 1 betyder att A intriffade i forsok k och Uy = 0 att A inte gjorde det.

Notera att )

E[U) =) iP(Ur=1i)=0-(1—p)+1-p=p
=0

och
1

EUF] =) i®P(Ur=i)=0>-(1-p)+1% - p=p,
och alltsd V (Ug) = p — p* = p(1 — p).
Med .
X=> Uy
k=1
far vi att X beskriver antalet lyckade forsok. Da &r X binomialférdelad och
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k=1
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ZE[Uk] =np

E[X]—E -




och

V(X):\/(i ) i\/ Uk) =np(l—p)
k=1

k=1

pga oberoendet mellan Uy, ..., U,.
Med modellen .
x=3u
k=1

sidger Centrala gransvirdessatsen att for stora n dr X approximativt normalférdelad med para-
metrar m = np och o = y/np(1 — p). Vi kriiver dock for att approximationen skall fungera vél att
p inte dr for liten eller for stor. Vi formulerar det gemensamma kravet pa n och p som

np(l —p) =V (X) > 10.
Vi kan dven approximera den hypergeometriska fordelningen (som uppstar vid dragning utan

aterliggning) med binomialférdelningen (med aterliggning) om populationen man viljer ifran dr
stor, IV, i férhallande till antalet element man véljer ut, n, n < N.

Tank nu féljande situation. Vi gor n forsok i tiden, tex. under ett ar. Om vi gor forsoken tétare och
tidtare men samtidigt later sannolikheten p for att nagot skall intréffa vid varje tidpunkt (forsok)
minska, sa borde vi i grians fa en modell som ridknar antalet intréiffade hindelser under aret dér
héindelser kan intriffa ndrsomhelst under vart tidintervall.

Formellt, 1at X vara binomialférdelad

och 1at n — oo och p — 0 sa att np = E[X] &r konstant. Med, m = np far vi att

P(X=Fk = <Z>p’“(1 -p)"r = (n_ni;'g)w (%)k (1 a %)nik

= m%mk (“%)nm-

Om vi later n vixa far vi

n! 1 m\™ 1 ck
lim P(X = k)= lim ——  — k(1__) G e
7;1:1’%0 ( ) ’;l—i’%o (n — k)Ink Tk n/ (1—m/n)k k! ¢
Detta #r en giltig sannolikhetsfunktion pa {0,1,...}
im_ - _e_mim_’“ Cmem — 1
k! N ko n
k=0 k=0
N
for alla véirden pa ¢ > 0. Vi gor f6ljande definition
X &r Poissonfordelad med parameter m > 0 om
k
m e~ m
P(X =k) =T
for k = 0,1,...,. Modellsituationen: antal héindelser som intréiffar under ett (tids-)intervall dér

héindelser intraffar oberoende av varandra och med konstant intensitet. Ur hirledningen ovan foljer
aven att
EX]=np=m och V(X)=m.



For tva oberoende Poissonfordelade stokastiska variabler, X &r Po(m,) och Y &r Po(m,), har man
att
X +Y dr Po(mg +my).

Beuwis:
PX+Y=n) = Y P(X=kY=n-k)=> P(X=kKP(Y =n—k)
k k=0
n k n—k n |
_ my —My Y —my __ 1 —(maz+my) n: k. _n—k
K (n—k)!° nt® D Kl(n— k)=
k=0 k=0
=(mg+my)"
— (mz + my)n e—(mz—i—my) — mne—m.
n! n!
Tag num > 0. Lat, f6r ett stort n, m, = m/n, och X1, ..., X,, vara oberoende och Poissonférdelade

med parameter m,,. Enligt det ovanstaende &r

X:iXk

k=1

Poissonfordelad med parameter m, men enligt Centrala gréinsviardessatsen &r X approximativt
normalférdelad med parametrar m och o = /m. Slutsatsen #r att Poissonférdelningen kan ap-
proximeras med Normalfordelningen. For att approximationen skall fungera bra kriaver vi att m,,
inte dr alltfor liten, dvs variablerna X skall ha hyfsade sannolikheter att inte bara vara nollor.
Vi formulerar kravet i termer av m. Om m > 15 kan vi approximera Poissonférdelningen med
normalfordelningen.

Konstruktionen vi gjorde av Poissonférdelningen som gransvérde till Binomialférdelningen medger
approximation av Binomial med Poisson om n ér stor och p ér liten. Det viktiga &r virdena pa p
och vi kréver p < 0.10 for en hyfsad approximation.

Sammanfattning approximationer:

m =ns/N
HyperGeo (s+mn)/N <0.1 > Po(m)
N,n,s
p=s/N
n/N <0.1
v
Bin(n, p)




