Beskrivande statistik (kap. 11) ldses pa egen hand.

Punktskattningar

Stickprovsundersokningar — observationer pa delar av en population for att fa kunskap om helhe-
ten.

Exempel: brinntid for ljus beskrivs av X med m = E[X] och ¢ = V (X). Vad #r m och ¢? Med
observationer skattas m och o2 med

respektive

Exempel: Opinionsundersokning. Intervjua n personer och lat X rikna antalet socialdemokrater.
Modell: X &r Bin(n,p) med oként p, andelen sympatisorer i populationen.

Har dr det naturligt att vara gissningar (punktskattningar) av virden pa p ges av observationer av
p* = X/n, den relativa frekvensen. n = 1023 intervjuer gav utfallet 2 = 387 vilket ger skattningen
p* = 387/1023 ~ 37.8%. Vi skall senare se hur vi kan gora uttalanden som 0.3486 < p < 0.4080
(95%).

Definition: Ett (slumpmiissigt) stickprov (av storlek n) dr en serie av observationer x1,...,x, av
oberoende stokastiska variabler Xi,..., X,.

Definition: Ett (slumpmaéssigt) stickprov (av storlek n) pa en stokastisk variabel X &r en serie
av observationer z1,...,x, av oberoende stokastiska variabler Xi,..., X,, med samma fordelning
som X.

En punktskattning av en parameter 6 ar en funktion av ett stickprov som skall ge oss information
om 6:
0" =0"(x1,...,2,)

Skattningar modelleras med skattningsvariabeln (stickprovsvariabeln)
0" =0"(Xq,...,X,).
Skattningsvariabeln (estimatorn) 0*(X, ..., X,,) ger skattningar (estimat) 6*(x1,...,zy).

Egenskaper:

Vintevirdesriktighet: Skattningen dr vintevirdesriktig om E [0*(X4,...,X,)] = 0.
Effektivitet: V (0*(Xq,...,X,)) liten

Konsistens (asymptotisk precision): P (|0*(X) — 60| >¢) — 0dan — oo.

Notera att begreppet effektivitet &r meningsfullt for jamforelser av olika skattningsmetoder av
samma parameter 6. Mindre varians dr béattre!

Exempel: Opinionsundersokning. Med skattningsvariabeln p*(X) = X/n far vi

E " (X)) = E[X/n] = ~E[X] = ~np=p



och
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V(X)) =V (X/n) = 5V (X) = np—p) = PE2E g
da n — oo. Alltsa #r skattningen p*(z) = x/n en vintevirdesriktig skattning av p och den blir

effektivare for storre viirden pa n. Med Tjebychevs olikhet far vi
V(X)) _p(l—p)

P (X) —p| > ) < L2 S PP

da n— oo att skattningen dr konsistent.

Exempel: Opinionsundersokningen (forts.) Med n = 1023 interjuer erholls @ = 387 sympatisorer.

e T 387
p(x) = = 1023 — 0.3783.

Skattningen p*(x) modelleras med p*(X) = X/n som har

Drvs,

som skattas med

\/p*(x)(l —p*(@) _ \/0.378(1 —0-378) _ o150,
1023

Definition: En skattning av D (0*(X7,...,X,,)) kallas medelfelet till 0*(z1,...,x,).

Exempel: Skattning av vintevirden och varianser Lat zq,...,x, vara ett stickprov pa X
med viintevirde m = E [X;] och varians V (X) = 2. Skattningen
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V(m*(Xy,...,X,))=V(X)=V (iZXZ> = {oberoende} = %ZV(XZ) = %

=02

vilket med Tjebychevs olikhet ger att skattningen &r konsistent.
Skattningen av o2, s2, beskrivs av S? som ger vintevirdesriktiga skattningar: E [52] = 02. Det dr
en nyttig 6vning att visa detta med riknelagarna!

Generella skattningsmetoder



Hur véljer man sina skattningar?

e Maximum likelihood-metoden (maximi-metoden, ML-metoden)

e Minsta kvadrat-metoden (MK-metoden)

I fortséttningen, lat x1,...,x, vara ett stickprov. Antag att i férdelningen for (Xi,...,X,,) ingar
parametrarna 64,...,0,.
Maximum likelihood-metoden Skattningarna 67,...,0" ar de vérden pa 64,...,6, som maxi-

merar trolighetsfunktionen
L(61,...,0:) = fx, . x.(@1,...,2p)
vid kontinuerliga fordelningar, eller
L(0y,...,0,) =P (X1 =z1,..., X, = x,)
vid diskreta.

Filosofin bakom Maximum likelihood-metoden &r att vart utfall (stickprovet) bestdms av paramet-
rarna i de ingdende fordelningarna. Skattningen av dessa parametrar dr de virden som gor det
observerade sa troligt som majligt.

Tips! Ofta dr det enklare att maximera log L(64,...,6,.).

Exempel: Binomialfordelningen. Lat X #r Bin(n,p) med observerat utfall .

L(p) =P (X =) = (Z)pm —pe.
Logaritmering ger
InL(p) = In ((Z)) +alnp+ (n—2)In(l - p).

Derivering bestdmmer maximum:
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ger skattningen p = z/n. Detta giiller f6r alla utfall x och p*(x) = z/n och vi skriver skattningsva-
riablen som p*(X) = X/n.

(Skall detta goras ordentligt skall man bestimma 2:a-derivatan for att se att det dr ett maximum
man fatt fram, samt dven understka randpunkterna.)

Minsta kvadrat-metoden Kriver inga fordelningsantaganden pa Xji, ..., X,,, bara att vi kan
modellera deras vintevirden. Skattningarna 67,...,6 de vérden pa 6q,...,0, som minimerar
minsta kvadrat-avstanden mellan observationer och véntevarden:

n

Q1. 0,) =D (w: — E[Xi))*.

i=1

Aven hir minimeras @ oftast med hjilp av derivering.

Exempel: Binomialférdelning, X #r Bin(n,p), med observerat viirde z. Hir blir

Q(p) = (z —np)®

och man ser direkt p = z/n ger minimum. Skattningen #r saledes p*(z) = x/n. Detta géller for
alla utfall x sa vi far skattningsvariabeln p*(X) = X/n.



