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5B1504 MATEMATISK STATISTIK GRUNDKURS FOR ALDRE OCH

5B1510 MARKOVPROCESSER

ONSDAGEN DEN 31 MAJ 2000 KL 08.00-13.00 (FOR TENTERANDE I 5B1510, KL
8.00-11.00)

Examinatorer: Jan Enger, 790 7134 (for F), Jan Grandell, 790 7136 (foér D)

Tillatna hjilpmedel: Formel- och tabellsamling i matematisk statistik. L. Rade - B. Wester-
gren: Mathematics Handbook for Science and Engineering. Kalkylator.

Inférda beteckningar skall forklaras och definieras. Resonemang och utrdkningar skall vara
sa utforliga och vil motiverade att de &ar latta att folja. Numeriska svar skall anges med
minst tva siffrors noggrannhet.

Tentamen bestar av 6 uppgifter. Varje korrekt 16sning ger 10 podng. Gréansen for godkant ar
preliminért 20 podng for den som tenterar 5B1506, 24 poéng fér den som tenterar 5B1504
och 12 poéng for den som tenterar 5B1510.

Resultatet anslas senast onsdagen den 20 juni 2000 pa Matematisk statistiks anslagstavla i
entréplanet, Lindstedtsvéigen 25, rakt fram innanfér porten.

Tentamen kommer att finnas tillgéinglig pa elevexpeditionen t.o.m. 1 september 2000.

OBS! Den som tenterar 5B1506 skall 16sa uppgifterna 1 t.o.m. 5.

Den som tenterar 5B1504 (&ldre elever som inte gjort nagra inlimningsuppgifter)
skall 16sa uppgifterna 1 t.o.m. 6.

Den som tenterar 5B1510 skall 16sa uppgifterna 5,6 och 7.

Uppgift 1

a) I ett Lotto-spel skall 7 nummer av 35 prickas in. Vid dragningen lottas sedan sju nummer
av dessa 35 och de talonger som prickat in dessa nummer far dela pa hogsta vinsten. Antag att
vid en spelomgang 20 miljoner talonger tippas och att talongerna tippas helt slumpméssigt
och oberoende av varandra. Berdkna sannolikheten att en ensam talong far hela hogsta
vinsten. Rimliga och vélmotiverade approximationer tillates. (5 p)

b) Berékna forvintad antal ratt som en enskild talong far.

Ledning: Infor lampliga indikatorvariabler (0-1 variabler). (5 p)

Uppgift 2

En typ av glédlampor har en livslangd i timmar som &r utfall av en stokastisk variabel med

tathetsfunktion
L ,—/1000  f5 >0
— ¢ or x
flz) = {1000 =

0 annars
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I en lykta insitts en sadan lampor och da en glodlampa gar sonder byts den genast ut mot
en ny. De olika glodlampornas livlingder dr oberoende av varandra.

Vad &r sannolikheten att 100 glodlampor kommer att réicka minst 10 ar (1ar = 8760 timmar)?
Rimliga och vilmotiverade approximationer tillates. (5 p)

b) Berikna sannolikheten att det under de 2000 férsta timmarna behovs minst 4 glédlampor. (5 p)

Uppgift 3

Ett avstandsinstrument har ett systematiskt fel som &r proportionellt mot den uppmétta
striackans verkliga lingd och ett slumpmissigt fel som ar N(0,0) dér o = 0.1. En métning
av en stracka med langd m ar alltsa ett utfall pa en stokastisk variabel Y = m+m - A+ ¢
dar A &r den systematiska felfaktorn och det slumpmissiga felet € €N(0,0.1). Vid métning
av 4 kinda striackor, dvs kinda m, fick man foljande observationer.
m 1 2 3 4
Matvarde | 1.12  2.25 3.36 4.40

a) Beriikna minsta-kvadratskattningen av A. (5 p)

b) Berdkna ett 95 % konfidensintervall for A.
Ledning: Fran vilken fordelning kommer skattningen i a)? (5 p)

Uppgift 4

Antag att tva personer avser att ta var sitt stickprov om vardera n observationer, alla
N(m, o), och pa sedvanligt sitt bilda var sitt 90 % konfidensintervall fér m. o antas ként.
Visa att sannolikheten att dessa tva intervall kommer att bli disjunkta inte beror av antalet
observationer n i stickproven eller av den kénda standardavvikelsen o, samt berikna denna
sannolikhet. (10 p)

Uppgift 5
En Markovkedja {X,; n=0,1,2,---} pa F ={1,2,3,4,5,6} har 6vergangsmatrisen

02 04 04 0 0 O

0O 0 04 03 0 03
P 0O 05 0 0 0 05
10 0 0 O 1 0

0O 0 0 05 05 0

O 0 0 0 O 1
a) Angiv de slutna irreducibla delklasserna. Klassificera tillstanden och avgér om kedjan dr
ergodisk. (3 p)
b) Kedjan startar med fordelningen p® = (0.1,0.2,0,0.3,0,0.4). Undersck om grénsvirdena
a; = P(X,, =1), i=1,2,---,6 existerar och berdkna i sa fall dessa. (7 p)

Uppgift 6

Till en dator med 6 processorer kommer jobb in enligt en poissonprocess med intensitet 100
jobb per timme. Ett inkommet jobb behandlas av en processor, men &r alla dessa under
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arbete laggs jobbet i en buffert dar det tillsammans med eventuella andra jobb far vénta
tills en processor kan ta hand om det. Ett jobbs processortid &dr exponentialférdelad med
vantevarde 3 minuter. Alla tider 4r oberoende av varandra.

a) Antag att bufferten har plats for odndligt manga jobb. Berékna forvantat antal belastade
processorer vid en “asymptotisk” tidpunkt. (3 p)

b) Antag att det inte finns nagon buffert; ett jobb, som inte kan processas omedelbart,
forsvinner och leds till nagon annan dator. Berékna &ven i detta fall forvantat antal proces-
sorer som &r belastade vid en “asymptotisk” tidpunkt. (7 p)

Uppgift 7

I ett elektriskt system beskrivs de kraftiga storningarna av en Poissonprocess {N(t); ¢ > 0}
med E[N(t)] = ct. Berdkna E[N(5) | N(2) =7]. (10 p)
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Uppgift 1
a) Lat p vara sannolikheten att en talong far sju ratt. Det finns 1 sétt att tippa en sadan

Lat nu X vara

talong, men (375) = 6724520 mojliga talonger. Alltsa far vi att p = 6724520

antalet talonger av de 20 miljoner tippade som far sju ritt. Da dr X € Bin(2 - 107, p) ~
Po(2 - 107 - p)=Po(-Z2_)=P0(2.974) eftersom p < 0.1. Hirav far vi att

6724520
P(X =1)~e 292,974 = 0.152.

b% {1 om 7:te tippade numret &r ett vinstnummer, ¢t =1,2,...,7
i g

0 annars

Vi ser litt att E(X;) =0- P(X; =0)+1- P(X; =1) = & = 1 eftersom X; = 1 om det i:te
tippade numret &r ett av de 7 (av 35 mojliga) som &r vinstnummer.

Av detta foljer att forvintat antal ritt tippade nummer dr E(X;+Xo+-- -+ X7) = B(X1)+
E(Xy) 4+ E(X7)=7-1=14

Uppgift 2

Satt X; = ite godlampans livslangd. Vi ser att X; € Exp(1000) och att alltsa E(X;) =
D(X;) = 1000,7 = 1,2,...,100. Den sammanlagda livslangden av 100 glodlampor dr Y =
X1+ Xo+- -4 Xig0. Eftersom X-variablerna &r oberoende giller enligt centrala gransvardes-
satsen att Y = N(100- 1000, 1000+/100)=N(100000, 10000) (timmar). 10 ar &r 87600 timmar
och vi erhalller

87600 — 100000

10000

b) Tiderna mellan glodlampsbyten dr Exp(lOOO) och oberoende. Dessa byten intréaffar salunda
enligt en poissonprocess med intensitet —=— ooo per timme och antalet byten, /V, i ett tidsinter-
vall av lingd 2000 timmar &r Po(2000 - 1555)=Po(2). Vi skall beréikna sannolikheten att det
under de 2000 forsta timmarna sker minst 3 byten. Fran tabell 7 erhaller vi att

P(N >3)=1—P(N < 2) =0.3232.

P(Y > 87600) ~ 1 — ®( ) =1—®(—1.24) = ®(1.24) = 0.8925.

Uppgift 3

Lat observationerna vara x1, s, r3 och 4. Vi skall minimera

Q= (11— (1 +A)" + (22— 201+ A))° + (w5 — 3(1 + A)) + (24 — 4(1 + A))”
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Derivatan av @ blir 9% = —23°0 i(z; —i(1 + A)) = —2{3 0 iz — (L + A) S 2} =
—2{3" iz — 30(1 + A)}.
Derivatan lika med 0 ger MK-skattningen. Vi erhaller

4 .
A* _ Zi:l L4 —1.
30
Med siffror insatta far vi slutligen A* = 0.11.

b) Estimatorn frén a) har viintevirde F(A*) = 5 S IB(X) -1 = = S (14 A)i—1=
(I4+A)—1 = A. Estimatorn &r alltsa véntevérdesriktig. Vidare erhaller vi variansen V (A*) =
57 S RV(X) = 555 S i%0% = 0%/30 = 0.12/30. Eftersom A* ir en linjirkombination
av oberoende normalfordelade storheter dr estimatorn normalfsrdelad, A* € N(A,0.1/+/30).
Ett konfidensintervall for A ges pa sedvanligt sétt av

A* = X0250.1/v/30 = 0.11 % 0.036

Uppgift 4

Konfidensintervallen ges av T 4 \g.050/+/n respektive § & A\ g50/1/n. De ér disjunkta om an-
tingen T+ Ag.050/v/1n < §—Ao.050/v/n eller om §+Ngg50/v/n < T— X050 /+/n. Sannolikheten
for dessa tva héndelser &r pa grund av symmetrin lika. Vi far

P(X + )\0.050'/\/5 < Y — )\0_050’/\/5) = P(X — Y < —2)\0.050'/\/5)
Men X —Y € N(m —m, /% + Z)= N(0,0+/2/n). Hérav erhaller vi

P(X —Y < —=2X\050/v/n) = P(Xa_ Z/; 0) < _220'052(;{1\/5

) =

X-Y -0
< —AoosV2) = B(—2.326) = 1 — $(2.326) = 1 — 0.990 = 0.01

o

Sannolikheten att intervallen blir disjunkta &r alltsa 0.02.

Uppgift 5

a) Figuren nedan visar overgangsgrafen och ur denna ser man att tillstanden 1,2 och 3 &r
genomgangstillstand. {4,5} &r en sluten irreducibel delklass. 6 &r ett absorberande tillstand
och utgor alltsa ocksa en sluten irreducibel delklass. Tillstanden 1,4,5,6 har perioden 1 och
tillstand 2 och 3 har perioden 2.

Eftersom kedjan har tva slutna irreducibla delklasser ér den inte ergodisk.

b) Upptradandet efter lang tid &r att kedjan antingen hamnar i 6:an eller i den slutna
irreducibla delklassen {4,5}. I denna delklass har vi 6vergangsmatrisen

0 1
P= (0.5 o.5>

och den utgor alltsa en ergodisk delklass eftersom den &r éndlig, irreducibel (4 — 5 — 4)
och aperiodisk ty pss = 0.5 > 0. Vi har pa denna delklass den asymptotiska fordelningen
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som ges av (my,m5) = (w4, 75) P och 4 + w5 = 1. Detta ger mqy = 1/3 och w5 = 2/3. Detta
visar att «;:na existerar och vi har a; = as = a3 = 0. For att erhalla de 6vriga berdknar vi
sannolikheten att absorberas i tillstand 6 och later ¢; =sannolikheten att absorberas i 6:an
givet start i tillstand 4. Vi erhaller alltsd g4 = g5 = 0 och g5 = 1. Aterstar att fa fram g1, g
och g3 och vi far ¢ = 04 0.2¢; + 0.4gs 4+ 0.4¢q3. Vidare ¢ = 0.3 4 0.4¢g3 samt g3 = 0.5+ 0.5¢s.
Sétts uttrycket for gz in i uttrycket for ¢y erhalls go = 5/8 som ger g3 = 13/16 och dessa ger

Eftersom vi startar med fordelningen p(® ser vi att sannolikheten att hamna i 6:an efter lang
tid ar

6

ag = P(absorberas i 6:an) = Z P(abs i 6:an|start i i) P(start i i) =
1
23 5
= 0.1g; + 0.2 + 0gs + 0.3¢4 + Og5 +0.4gs = 0.1+ 52 +0.2- 2+ 0.4 = 191/320 ~ 0.5060.

Alltsa ar sannolikheten 1 — 191/320 = 129/320 att hamna i delklassen {4,5} nér vi startar
med fordelningen p(®. Nér man vil hamnat i den delklassen &r sannolikheten att ligga i 4
respektive 5 efter lang tid m4 respektive 7y eftersom delkedjan pa {4,5} var ergodisk. Vi far
alltsa

120 43
22 20 01344

=T 350 T 320

och 120 86
o =22 = 20 02688,
Q5 = T5 390 320 0.2688

Svar: a; = ag = a3 =0, ay ~ 0.1344, a5 ~ 0.2688, ag ~ 0.5969

Uppgift 6

a) Vihar en M/M/c-ké. Om X &r antalet jobb i systemet vid asymptotisk tid och X, antal
jobb i k6 (=buffert) &r antalet upptagna processorer (=betjéningsstéllen) lika med X — X,

och B(X — X)) =E(X)—-EX,) =0—4,=cp= % = 1P = 5. Man kan ligga mirke till



forts tentamen i 5B1504,1506,1510 00-05-05 4

att det forvintade antalet inte beror av ¢, antalet processorer. Dock har man ju villkoret att
trafikintensiteten % skall vara mindre &n 1.

b) Vi har nu ett forlustsystem. Antalet kunder i systemet dr lika med antalet upptagna

processorer, X. P(X =n) = % och déarfor far vi
=0 .

- C n n cp /n' ~ 2pmlep)/(n =11
S Z N L AN
M A sV )/
RO SN L TR SN OV LT

Téljaren och ndmnaren ovan kan beréknas som tva poissonsannolikheter. Om Y ar Po(\/p)
ar téljaren sannolikheten P(Y < ¢ — 1) och ndmnaren sannolikheten P(Y < ¢). Det géller
att A\/u = 5 och ¢ = 6. Med insatta virden pa parametrarna och enligt tabell 7 far vi
P(Y <5) =0.61596 och P(Y < 6) = 0.76218. Det ger forvintat virde pa antal upptagna
processorer 5 - 0.61596/0.76218 = 4.04.

(sitt k=n—1) =

Uppgift 7
Vi har

E[ING) [ N(@2) =7 = E[N(®) = N(2)+ N(2) | N(2) =T] =
E[N(5) = N(2) [ N(2) =7+ E[N(2) | N(2) = 7] =
(ty oberoende tillskott) = E[N(5) — N(2)] + E[N(2) | N(2) = 7] =3c+T.




