Markovprocesser

En familj av stokastiska variabler (X (¢)):er kallas f6r en stokastisk process. Indexméngden T kan
ofta tolkas som olika tidpunkter. Om T &r uppréaknelig sdgs processen vara tidsdiskret, om T =
[0,00) siigs den vara tidskontinuerlig. Tillstandsméngden for processen, F, kan dven vara diskret
eller kontinuerligt. Vi kommer enbart att betrakta diskreta tillstandsméangder och inledningsvis
andliga, dvs. E = {uy,ug,...,un}.

Betrakta en tidsdiskret stokastisk process (Xp,)n>0. Da &r

P(X0:$0, 7Xn:$n)
=P (Xo=20)P (X1 =21|Xo =20) P (X, = 20| X1 =21, -+, Xo =0).

Definition: Den tidsdiskreta stokastiska processen séigs vara en Markovprocess om

P(Xn=zp|Xn-1=2p-1, -, Xo=20) =P (X, = 2| Xnn—1 = Tp—1)
for alla n > 1 och tillstand xq, ..., Z,.
Detta innebér att for en Markovprocess ar
P(Xo==x0, , Xn=21u,)

=P(Xo=20)P(X; =x1|Xo=20) P(Xo = 22| X1 =21) - - P(Xp, = 20| Xpnm1 = 1) -
Vidare kallas Markovprocessen tidshomogen om
P (Xnt1 = jlXn =) = pij,

for alla ,j € E och n > 0.
Lat pl(-?) = P (X, = j|Xo = i), sannolikheten att forflyttas fran tillstand 4 till j i n steg.
Vi har att

P = P (X = 1Xo =) = Y P (Xyngn = 4, Xo = K[ Xo = 1)
k

= ZP(XW-HI:j‘Xn:kvXO:i)P(Xn:MXO:i)
k

> P (Xngn = jI1Xn = k)P (X, = k| Xo = i)
k
= Y ong el

k

Dvs, 6vergangsmatrisen
ptm . [p§?+m)]
i,3
kan berdknas
ptm) _ pn) p(m)

for alla n,m > 0. PO identifieras som I , enhetsmatrisen, och

P = P(l) = [p”] = [P (Xl - j|X0 = i)}i,j .

By

Alla dessa overgansmatriser har radsummor 1! Notera att E kan vara odndligt stor vilket ger
“matriser” med oédndligt manga rader och kolumner.



Komponenterna i radvektorn p("™) av absoluta sannolikheter
p(n) =[P (X, = .7)}] )
dir p(® #r begynnelse- (initial-) -fordelningen, &r

P =P(X,=7) =Y P(Xu=jlXo=i)P(Xo=0)=> p"p{"

dvs komponenterna i vektorn p(® P
Sammanfattning:

Chapman-Kolmogorov

1. pirtm — p(. plm),
2. P = pm.

Exempel:
0.7 02 0.1
P=]01 07 02
02 03 0.5
0.53 0.31 0.16
P®=p2—=1 018 057 0.25
027 04 0.33
p” = [100]
p = pOP=107 02 01 ]
p®¥ = pP>=[053 031 0.16 |
Asymptotik

Kedjan kan absorberas, kedjan kan fastna i en delméngd av tillstand, kedjan kan forsvninna ivig
(om antalet tillstand dr odndligt).

Begrepp: Ett tillstand i leder till tillstand j om det finns ett direkt eller indirekt sitt att i 0 eller
fler steg ga fran i till j. Skrivs ¢ — j. Om ¢ — j och j — i sa kommunicerar i och j, i < j. Notera
att 1« 1.

Tillstandsrummet E partitioneras i (irreducibla) delmiéingder, E = E1UFE,U- - -UFE,, dir tillstanden
i varje médngd kommunicerar.

Om ¢ — j men i + j sa séigs i:s irreducibla delmiingd (ekvivalensklass) vara 6ppen. Ej 6ppen klass
kallas sluten.

Varje dndligt tillstandsrum har minst en sluten irreducibel delméngd.

Ett tillstand ¢ sadant att p; = 1 kallas absorberande, {i} &r en sluten irreducibel delméngd. En
kedja dér de enda slutna irreducibla delklasserna dr absorberande tillstand kallas en A-kedja. Da
ar

E = {A-tillstand} U { Genomgangstillstand} = AU G.

Vi skall for en #dndlig A-kedja fanga storheter som



(n).

1]

Notera att a;; =0 for j € G och a;; =0 for i € Ada j #i.

1. a;; = P (Kedjan absorberas i j givet start i i) = lim, oo p

2. T; = tiden till absorbtion givet start i . T; = 0 for ¢ € A. t; = E[T3].

Sannolikheterna a;; uppfyller

szk:akj = Pij + Z Dik Q5

keG
for allai e G, j € A.
Pa matrisform:

p_ Pageg Pga | _ | Pac Paa
Py Paa 0 I :

dvs Pga och Pgg ér Overgangsmatriserna som fas om man bara betraktar dvergangar g- till
a-tillstand respektive g- till g-tillstand. D& &r A = [a;5];,; en |G| x |A|-matris sadan att

A=Pgs+ PgcA
vilket ger (I — Pgg)A = Pga eller

A= (I-Pgg) 'Pga.

Med t; = E [tiden till absorbtion|start i ¢|. Fér tiderna ¢; géller

ti _1+szktk—t =14 pirts

keG

for alla i € G. Med t som kolumnvektor fas matrisformuleringen
t=1+ Pggt

eller
t= (I — ng)_ll

dar 1 ar kolumnvektorn med ettor.

Vi utnyttjande hér att for en héndelse A definieras det betingade véntevirdet

E[T|A] = ZkP = k|A).

samt lagen om total forvintan: om Aq,..., A, &r hidndelser som partitionerar ett utfallsrum sa &r

S kP (T =k) = ZkZP T = k|A;j) ZP A;) > kP (T = k|Aj)
k k
= ZE[T|AJ] Aj) .

E[T]



