En kedja dér de enda slutna irreducibla delklasserna &r absorberande tillstand kallas en A-kedja.
Da ar
E = {A-tillstand} U { Genomgangstillstand} = AU G.

Vi skall for en dndlig A-kedja fanga storheter som

(n).

1]

Notera att a;; = 0 for j € G och a;; =0 for i € A da j # 1.

1. a;; = P (Kedjan absorberas i j givet start i ¢) = lim, .o p

2. T; = tiden till absorbtion givet start i 4. T; =0 for i € A. t; = E[T;].

Sannolikheterna a;; uppfyller
aij = Zpikakj =pij + Z DikQkj
k keG

for allai e G, j € A.

Pa matrisform:
p_ Pgg Pga | | Paa Pga
| Pag Paa | 0 I ’

dvs Pga och Pgg dr Overgangsmatriserna som fas om man bara betraktar évergangar g- till
a-tillstand respektive g- till g-tillstand. Da &r A = [a;5];,; en |G| x |A|-matris sadan att

A=Pgs+ PccA
vilket ger (I — Pgg)A = Pga eller
A= (I — ng)il.PGA.

Med t; = E [tiden till absorbtion|start i ¢]. Fér tiderna ¢; géller

” _1+Zplktk—t =14 pirte

keG
for alla i € G. Med t som kolumnvektor fas matrisformuleringen
t=1+ Pggt

eller
t= (- Pge) 'l

dér 1 ar kolumnvektorn med ettor.
Vi utnyttjande hér att for en hindelse A definieras det betingade vintevirdet
E[T]A] = Z kP (T = k|A).

samt lagen om total férviintan: om Ay, ..., A, dr hindelser som partitionerar ett utfallsrum sa ar
E[T] = Y kP(T=k) = ZkZPT k|A;) ZP A;) > kP (T = k|Ay)
k k
= Y E[T|4;]P(4)).
J

Vi kan tillimpa detta med en initialfsrdelning p(®). Det obetingade viinteviirdet #r da

E [Tid till absorbtion] = thp =pt.



Stationarfordelning

Om man startar en Markovkedja med férdelning p(®) = 7 sa &r
p(") — p(O)P(") — p(O)P".
fér n > 0. Om n — oo vad hinder med p™? Kan p(™ konvergera mot en férdelning?
Tidsinvarianta fordelningar:
Definition: En férdelning 7 kallas for stationdrfordelning till en Markovkedja med 6vergangsmatris

P om
7w =7wP.

Om man en Markovkedja har initialférdelning p(®) = 7 sa ar
p™ = p(O)P(n) =aP"=qaPP" '=aP" '=...=aP=n
for alla n > 0. Om p(™ konvergerar maste grinsviirdet vara en stationirfsrdelning.

Definition: Om
lim p™

n—oo

existerar och inte beror av p(©) sigs Markovkedjan vara ergodisk.
Sats. En tidsdiskret Markovkedja med &ndligt tillstandsrum har (minst) en stationér fordelning.

Sats. En irreducibel tidsdiskret Markovkedja med &ndligt tillstandsrum har exakt en stationér
fordelning.

Sats. En aperiodisk irreducibel tidsdiskret Markovkedja med &ndligt tillstandsrum é&r ergodisk.
(Grénsfordelningen dr den unika stationérférdelningen.)

Definition: For tillstand ¢ lat
D; ={n:p{M >0}

Lat d; vara den storsta gemensamma delaren till talen i D;. Talet d; kallas periodtiden och om
d; > 1 kallas tillstandet i periodiskt, annars aperiodiskt.

Satserna kan generaliseras om ”irreducibel” ersétts med att kedjan endast har en sluten irreducibel
delklass. Fler slutna irreducibla delklasser ger fler stationdrférdelningar och ingen ergodicitet.

Sats (Ergodicitetens huvudssats). For en ergodisk markovkedja (X,)n>0 och en funktion
f:E—TRér

N
Jim =% 7 F(X5) = E[£(X)]
k=0
dédr X har fordelning 7r, stationérférdelningen for Markovkedjan.

Sats. For en ergodisk kedja med stationirférdelning 7r. Da &r

1
E [tid mellan tva besok i i] = —
Uy

E [Antal besok i tid i tillstand j mellan tva besok i i] = UEN

U



Bevis: Antag att i ar ett tillstand i den slutna irreducibla delklassen av tillstand och lat kedjan
borja i tillstand 4, dvs. P (Xo =) = 1.

Da &r sekvensen 17,75, ... av aterkomsttider till 7 en sekvens av oberoende och likaférdelade sto-
kastiska variabler. Stora talens lag ger att

k
1
Jim ;T =E[T}.
Lat funktionen f(z) =1 om x =4 och 0 annars. Tag X med fordelning 7. Da &dr
E[f(X)]=1-P(X=i)4+0-P(X#£i)=m;

och enligt ergocitetssatsen

1< k 1
i = 1. — X’L :1. = .
T ninéon;f( e P




