Punktskattningar

Exempel: Lat x1,...,x, vara den uppmétta brinntiden for ljus. Vi modellerar dessa som utfall
av oberoende och likaférdelade stokastiska variabler Xy, ..., X,,, dir p = E[X] och 02 = V (X).
Viantevérdet p skattas med

och variansen 2 med

Exempel: Opinionsundersékning. Intervjua n personer och lat x vara antalet socialdemokrater
bland de intervjuade. Med n = 2661 och = = 961 fas skattningen p%, . = x/n = 961/2661 = 0.3611
av p, andelen sympatisorer i populationen.

Stickprovsundersokningar — observationer pa delar av en population for att fa kunskap om helhe-
ten.

Definition: Ett (slumpmiissigt) stickprov (av storlek n) ér en serie av observationer x1, ..., x, av
oberoende stokastiska variabler Xi,..., X,.

Oftast har X1, ..., X, samma fordelning.

En punktskattning av en parameter 6 ar en funktion av ett stickprov som skall ge oss information
om 6:

;bs = 9*(131, v ,I]Cn)

Skattningar modelleras med skattningsvariabeln (stickprovsvariabeln)
0" =0"(Xyq,...,X,).
Skattningsvariabeln (estimatorn) 6* ger skattningar (estimat) 6%

S*

Egenskaper: Skattningen 67, . &r

vintevérdesriktig om E [0*] = E[0*(X4,...,X,)] = 0.
effektiv V (6*) = V (0*(X1,...,X,,)) &r liten.

konsistent (asymptotisk precis) P (|0* — 6| >¢) — 0dan — oo.

Notera att begreppet effektivitet &r meningsfullt for jamforelser av olika skattningsmetoder av
samma parameter 6. Mindre varians ar béattre!

Exempel: Opinionsundersékning. Skattningen pf, . modelleras med p* = X/n dér X &r Bin(n,p)
(o&ndlig population). Da &r

Ep"] = E[X/n] = E[X] = np=p,

dvs. skattningen ar véntevardesriktig, och

V) =V (X = 5V () = L) = P



da n — oo. Med Tjebychevs olikhet far vi

— 0

V) _p(l-p)

P(lp* —p| >¢) <
([p* —pl>¢€) < =

da n— oo att skattningen dr konsistent. (Detta dr stora talens lag i dess svaga form!)

Med siffror, n = 2661 interjuer och x = 961 sympatistrer, ar skattningen

961
< =T P 3611,
Pobs = - = 5561 — 030

Standardavvikelsen for p* ar

V) = p(1—p)

D (p*) -

vilken skattas med

Phs(1— Do) \/0.3611(1 —0.3611)
obs\ “obs/ _ = 0.0093115.
\/ - 5601 0.0093115

Definition: En skattning av D (6*), betecknad d(0*), kallas medelfelet for skattningen 6%, ..

Exempel: Skattning av vintevirden och varianser Lat z1,...,x, vara ett stickprov pa X
med vintevirde u = E [X;] och varians V (X) = o2. Skattningen

dr vinteviirdesriktig (v.v.r.) ty med

ar

Vidare sa ar

2

Sov@ =v (i x ) - R 6 &
V) =V(X)=V (n;Xl> = {oberoende} = o ;V(X,) =

vilket med Tjebychevs olikhet ger att skattningen p}, . &r en konsistent skattning av f.

2

Skattningen s2 av o2 dr vinteviirdesriktig, E [S 2] = 2. Det #r en nyttig 6vning att visa detta med

ridknelagarnal

Felfortplantning

Hur kan man skatta g(6) med hjilp av 6% . och vad &r medelfelet for skattningen?

obs

Lat 8%, vara en véntevardesriktig skattning av 6, E [6*] = 6, och g(z) vara en funktion. Taylorut-
veckla § runt en punkt 1, g(z) ~ g(1) + g’ (1) (& — o). D ix

Elg(X)] =~ Efg(p) + ¢'(u)(X = )] = g(p) + ¢’ (1) (E[X] — p)



Med p = E[X] &r

Med X = 6* iir
Elg(607)] = g(E[67]) = 9(0)

sa g(0,) dr (approximativt) en véntevirdesriktig skattning av g(6). Vidare sa

2

V(g(X)) = V(g(p) + 9" (1) (X — ) = [g"(w)]” V (X)

D (9(X)) ~ |g'(1)D (X).
Detta ger att
D (g(67)) = |g"(0)[D (67)
) fas approximativt som d(g(6*)) = |g’(6%..)|d(6).

sa medelfelet f6r skattningen g(6* s

obs

Generaliseringar for funktioner av fler parametrar, se litteraturen.

Generella skattningsmetoder

I fortséttningen, 1at x4, ..., z, vara ett stickprov. Antag att i férdelningen for (Xy, ..., X,,) ingar
parametrarna 6y, ...,0,.

*

Maximum likelihood-metoden Skattningarna (61)%,., - -

maximerar trolighetsfunktionen

L(O1,...,0.) = fx,,..x,.(&1,...,2p)

-, (0:)5 dr de véirden pa 6., . . ., 6, som

vid kontinuerliga fordelningar, eller
L1, 00) = P(Xy =21, ..., X = 2)
vid diskreta.

Filosofin bakom Maximum likelihood-metoden &r att vart utfall (stickprovet) bestdms av paramet-
rarna i de ingaende fordelningarna. Skattningen av dessa parametrar &r de vérden som gor det
observerade sa troligt som mdjligt.



