Konstruktion av sannolikhetsméatt for upprikneliga utfallsrum (2.4):

Om
Q= {wl,wg,wg,...}

sa kan vi till varje utfall w; 1 €2 tillskriva ett tal p; som uppfyller

1.0<p; <1

2. Zf; pi=1

och lata P ({w;}) = p;. Da &r
P(A) =P ( U {wi}> => PHwih)=> p
w; EA wiEA wi €A
Detta P (-) uppfyller axiomsystemet.

Speciellt: likformig fordelning definierar vad vi menar med ”pa mafa”.

0= forwn o) PUwl)=pi=

for alla ¢ =1,...,n. For en hiindelse A &r da

P(A)= Y p= 3 L= Fclomentid

n  # element i Q’
wi;€EA w;EA #

Grundligande kombinatorik

Sats (Multiplikationsprincipen). Antalet sitt att utféra k operationer, dir operation i kan
utforas pa n; sitt, ar
ny-Ng - Ng.

Antalet sitt vi kan viilja ut k element bland n distinkta. (Sats 2.5-2.7)

ed tan
terldggning terlaggning
T
Med Ordningshénsyn nk S
(n—k)!
k—1 !
Utan Ordningshénsyn (n + k > <Z) = m

Fallet med med hénsyn till ordning fas med aterliggning enligt multiplikationsprincipen n-n---n =
n* sitt och for utan aterliggning
nn—1)---2-1 n!

nn—1)---(n—k+1)= n—Kk)n—k—1)---1 - (n— k)

Fallet utan aterldggning och utan hinsyn till ordning: Beteckna talet med ,,Cj. Ordna méngden
for att fa med hansyn till ordning:

n! n!
— Il -

(n—k)
()= oo

Talet



(utldses "n over k) kallas binomialkoefficient och forekommer flitigt 1 kursen. Tolkningen av det &r
antalet sitt som man kan vélja ut k element bland n distinkta, utan aterlaggning och utan hénsyn
till ordning (tag dem i klump). Det sista fallet MA /UO visas inte.

Exempel: Antal Lottorader (375) = 6724 520.
Exempel: Antal pokerhénder (552) = 2598 960.

Exempel: Antalet olika pizzabestéllningar en grupp om 5 personer kan gora (menyn har 40 olika

pizzor) ar (**7/*°) = 1086 008.

Betingad sannolikheter/oberoende héindelser

Hur paverkar information om en héndelse sannolikheten for en annan héndelse?

Introduktion: SPAM-filtrering. n = 348 mejl undersoks. Lat
A ={"SPAM”}, B = {"innehaller texten FREE" }.

Data sammanfattas i tabellen

SPAM ej SPAM

FREE 17 1 18
ej FREE | 172 158 330
189 159 348

Det finns ett samband mellan om ett mejl & SPAM och det innehaller texten FREE eller ej. For
ett pa mafa valt mejl har vi P (A) = 189/348 = 0.543. Givet information om att ett mejl innehaller
texten FREE har vi istéllet P (A|B) = 17/18 = 0.9444 # P (A).

Definition: Lat A, B vara tva héndelser med P (B) > 0. Da definierar vi att sannolikheten for A
betingat B (" A givet B”), P (A|B), som
P(ANDB)
P(A|B) = ——=—
(“IB) = =55

Om héndelsen B inte paverkar sannolikheten for att A intréffar sa har vi P (A|B) = P (A) och
P (B|A) = P (B). Uttryckt med hjilp av definitionen av betingade sannolikheter
P(ANB)

P(A4) =P(AIB) = —5 5

vilket leder det oss till definitionen:

Definition: A och B &r oberoende om P (AN B) =P (4) P (B).

OBS! Oforenliga (disjunkta) héndelser #r ej oberoende!

Sats (Lagen om total sannolikhet, (2.9)). Lat By, Bs,..., B, vara en partition av 2, dvs
B,NBj =@ dai+#j,och U, B, =, dir P(B;) > 0 for alla i. En hiindelse A med P (A4) >0
kan delas in i disjunkta delar, A = J;_, (AN B;), och

n

P(A):ZP<AmBi>:2an(A|B¢)P(B¢>-

=1



Notera att sannolikheten for en snitthidndelse kan beriknas pa tva sitt:

P(ANB) = { E Egni; E Eﬁ)) (jfr. oberoende hiindelser)
Alltsa kan vi rdkna ut b (AR P
o (1) _ PULB)P(B)

P (4)

Utnyttjar vi sedan lagen om total sannolikhet for att berdkna P (A) far vi

Sats (Bayes sats (2.10)). Under samma antaganden som i 2.9
P (A|B;) P (Bi) P (A[B;) P (Bi)

P Z P (A|B;) P (B)

Exempel (Sjukdomsdiagnostik): I detta konstruerade exempel lat A = {”Diagnos sjuk”} och
B = {"Patient sjuk”}.

P(B)=0.01 P(A|B)=0.80 P(A*|B*)=0.095.

P(ANB)=0.008 P(A*NB)=0.002 P(ANB*)=0.0495 P (A*NDB*) =0.9405

Da ar
P ({"fel diagnos”}) =P (AN B*)+ P (A" N B) = 0.0515,

dvs sémre &n om man friskférklarade alla patienter. Vidare

P(A|B)P(B) 0.008
P(B|A) = = =0.139.
(Bl4) P(A|B)P (B) + P (A|B) P (B) _ 0.008+0.0495 _ 13
P(BlA") = — 902 009192,

~0.002 + 0.9405

och det dr den sista sannolikheten som vi verkligen vill vara sidkra pa &r liten.



