Introduktion till stokastiska variabler. (3)

En vanlig, symmetrisk sex-sidig tidrning kastas tills en sexa erhalls for forsta gangen. Modell: Varje
tdrningsresultat #r lika sannolikt sa sannolikheten att fa en sexa p = 1/6. Vidare antar vi att
forsoken dr oberoende. Lat X beteckna antalet tidrningskast som krivs. De mojliga virdena som
X kan anta &r Qx = {1,2,3,...}.

{767} X =1

{7627} X =2
) {76:a7} < {7627} X =3
{76:a7} < (762"} X =4

{("6:a7}

P(X =k) = P ({"k — 1 misslyckade foljt av ett lyckat”}) = (1 — p)*~'p

for k = 1,2,.... Ar vi bara intresserade av antalet kast till forsta 6:a kan vi se Qx som ett utfallsrum
med sannolikhet py, = P (X = k) for de olika utfallen. Koll: 0 < pi, <1 for alla k € Qx och
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Vad ar sannolikheten for att man far kasta fler &n k& ganger?

P(X>k)=---=1-pF PX<E)=1-(1-phk

Om py, &r given enligt ovan sigs X vara for forsta gangen-fordelad (ffg). Detta &r en modell diir X
riknar antalet forsok tills man lyckas for forsta gangen (inklusive), déir varje férssk dr oberoende
och lyckas med sannolikhet p.

Hér betecknar X resultatet av ett slumpforsok med reellvirda utfall. Méingden av alla viirden pa
X (virdeméngden) betecknas Qx. {X = k} &r en hindelse i utfallsrummet 2, men vi kan se det
som ett utfall i Qx. Vi tillskriver elementen i Qx sannolikheter px och konstruerar ett slh-matt
genom att P (X = k) = pg, k € Qx.

Definition: En stokastisk variabel X &r en funktion som avbildar ett utfallsrum 2 pa en reellviard
méngd Qx.

En stokastisk variabel X kallas diskret om Qx #r dndlig eller upprikneligt oédndlig. De tilldelade
virdena pg uppfyller

For en diskret stokastisk variabel och en méngd (ett intervall) A #r
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Definition: Funktionen

kallas sannolikhetsfunktionen till X.

Exempel: Likformig férdelning. Lat X besrkiva resultatet av ett téirningskast. Mojliga vérden
Qx ={1,2,3,4,5,6}. Alla virden lika sannolika: p, = P (X = k) =1/6 for k =1,2,3,4,5,6.

Exempel: For forsta gangen-fordelning: px (k) = (1 — p)*~'p, k = 1,2,.... Betrakta hiéndelsen

P(X udda) = Z PE = Z ¢ lp = Z q(2j+1)—1p :pz(qz)j — {qz <1}
udda udda & i=0 =0
k=2j+1
1 p p 1
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Tva viktiga serier att kiinna till i kursen: Geometrisk serie:
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Exempel: Lat X vara antalet sexor bland n oberoende tdrningskast. Mojliga virden pa X &r
Qx ={0,1,2,...,n}. Lat A = {76:a”}. Varje utfall med k sexor och n — k icke-sexor motsvaras av
en sekvens
AA---AAYA" - A” .
—_—
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Varje sadan sekvens har sannolikhet

)nfk.

pp(l—p)--(1—p) =p1-p
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X =)= ()t -t

for k=0,1,2,...,n. (binomialférdelning)

Antalet sadana sekvenser ar

sa

Notera att vi skulle fa samma resultat om vi utnyttjade multiplikationsprincipen och betraktade
den likformiga fordelningen 6ver alla méjliga resultat av n tirningkast. Aterigen, var konstruktion
séiger ingenting om att P (A) = p = 1/6 kommer fran en likformig férdelning 6ver ett #ndligt antal
antal utfall.
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Definition: En stokastisk variabel X sadan att
P(X € A) :/fx(x)dx
A

for alla méngder (intervall) A kallas kontinuerlig. Funktionen fx (x) kallas tdthetsfunktionen for X.

Tathetsfunktionen till en kontinuerlig stokastisk variabel uppfyller

1. 0 < fx(z) for alla .

2. [T fx(z)dz =1,
Notera att fx(z) > 1 kan vara mojligt {6r vissa = sa fx(x) kan inte tolkas som en sannolikhet.

Exempel: En stokastisk variabel X har tédthetsfunktionen
fx(x) = Ae ™M 2 >0

for nagot tal A > 0, och fx(x) =0 for x < 0. Detta &dr en giltig téthet eftersom fx (z) > 0 for alla
x och

/ fx(x)de = / e ™M dy = [—e_”\‘”]go =0—(-1)=1.
Vi sédger att X ar exponentialfordelad med parameter \.
Definition: Funktionen
Fx(z) =P (X <ux)
kallas fordelningsfunktionen till X.

Sats (3.3). For tva reella tal a < b giller att
Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a).
Bevis:

Fx(b) = P(X <b)=P((X<a)U(a<X<D))

Speciellt, om X &r kontinuerlig sa ar
b
Fx(b)— Fx(a) =P (a< X <b) = / Fx (@) dz

dvs fx(z) = L Fx ().



